TIBERIU DUMITRESCU

ALGEBRA 1

Bucuresti, 2006



Profesorului meu
NICOLAE RADU



PREFATA

Lucrarea se adreseaza studentilor din anul I de la facultatile de matem-
atica si informatica din universitati. In cuprinsul ei sunt prezentate rezultate
de baza referitoare la multimi, functii, relatic de echivalenta, operatii alge-
brice, monoizi, grupuri, inele, corpuri, inele de polinoame in una sau masi
multe nedeterminate, radacini ale polinoamelor, aritmetica lui Z si K[X],
polinoame simetrice, determinanti, spatii vectoriale, sisteme de ecuatit lintare,
g1 teoria formei canonice Jordan. Materialul este prezentat ca un sir aproape
neintrerupt de teoreme. Numerotarea teoremelor e facuta in continuare fara a
tine seama de trecerea dintr-un capitol in urmatorul. Definitiile si rezultatele
sunt frecvent insotite de exemple, aplicatii sau comentarii. Fiecare capitol se
termina cu o lista de exercitii de dificultate variabila. Solutiile complete ale
acestor exercitii se gasesc la sfarsitul lucrarii. Tot la sfarsit se afla un index
care faciliteaza gasirea in text a notiunilor sau teoremelor importante.
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Capitolul 1
Multimi si functii

Acest capitol are caracter introductiv. Se trec In revista conceptele de
multime, apartenenta, incluziune, operatii cu multimi, multimea partilor,
produs cartezian, functie, compunere, injectivitate, surjectivitate, echipoten-
ta, numarabilitate, familie de multimi, relatie de echivalenta, multime factor.

1.1 Multimi

Prin multime intelegem o colectie de obiecte numite elementele mulfimii.
Daca x este un element al multimii A, atunci spunem ca z apartine lui A si
scriem x € A; in caz contrar, spunem ca x nu apartine lui A si scriem x ¢ A.
De exemplu, 1 € {1,2,3} si 4 € {1,2,3}, unde {1, 2,3} este multimea avand
elementele 1, 2 si 3.

Spunem ca doua multimi A, B sunt egale daca au aceleasi elemente, adica
A=B <& (x € A& x € B). Cel mai simplu mod de a descrie o multime este
specificand elementele sale. De exemplu, {1, 2} este multimea cu elementele 1
si 2. Ordinea elementelor si repetitiile sunt irelevante. De exemplu, {1,2} =
{2,1} = {1,1,1,2}. O multime se poate descrie si prin precizarea unei
proprietati caracteristice a elementelor sale. De exemplu, {1,2} = {z €
R| 2% — 3z +2 = 0}.

Fie A, B doua multimi. Spunem ca A este o submulfime a lui B sau ca A
este inclusa in B, daca orice element al lui A este si element al lui B. Notam
aceasta prin A C B sau B O A. Daca, in plus, A # B, spunem ca A este o
submultime proprie a lui B sau ca A este strict inclusa in B si notam A C B
sau BD A. Rezultaca A=B & ACBsi BCA.
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Se vede imediat ca egalitatea si incluziunea de multimi sunt tranzitive,
adica, daca A, B, C' sunt multimi, atunci

(a) AC Bgi BCC implica ACC,

(b) A= Bsi B=C implica A =C.

Avem urmatoarele exemple importante de multimi. Multimea numerelor
naturale N = {0, 1,2, ...}, multimea numerelor intregi Z = {..., =2, —1,0, 1, 2,
...}, multimea numerelor rationale Q, multimea numerelor reale R gi multimea
numerelor complexe C. Au loc incluziunile

NcZcQcRcC

N se poate introduce prin axiomele lui Peano, iar Z, Q, R si C se pot
obtine prin anumite constructii pornind de la N (vezi exercitiile 24, 25 si
26). Mulfimea vidd, (), este multimea care nu are nici un element. Putem
scrie

0 ={x| x #x}.

Multimea vida este submultime a oricarei multimi. Fie A o multime. Notam
cu P(A) si numim mulfimea partilor lui A multimea ale carei elemente sunt
submultimile lui A, adica

P(A) = {B| B C A}.

De exemplu, P(0) = {0} si P({1}) = {0,{1}}. Fie A, B doua multimi. Se
definesc urmatoarele operatii:

AUB = {z| v € Asau x € B} (reuniunea lui A cu B)

ANB={z| z € Asiz € B} (intersectia lui A cu B)

A\ B ={x € A| = ¢ B} (diferenta dintre A si B).

De exemplu, {1,2}U{1,3} ={1,2,3}, {1,2}n{1,3} = {1} si {1,2}\{1,3} =
{2}. Doua multimi cu intersectia vida se zic disjuncte. De exemplu, {1,2}
si {3,4} sunt disjuncte. Cum se arata in teorema urméatoare, operatiile de
reuniune si intersectie sunt comutative, asociative gi fiecare dintre ele este
distributiva fata de cealalta.



1.1. MULTIMI 11

Teorema 1 Fie A, B, C' trei multimi. Atunci

(a) ANBCAC AUB,

() AUB=BUAsiANB=BNA,

() (AUB)UC =AU(BUC) si(ANB)NC=ANn(BNQC),
(d) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), si

(e) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

Demonstratie. Lasam demonstratia cititorului. Pentru exemplificare,
probam (e). Avem girul de echivalente: z € AU (BNC) < z € A sau
reBNC e zrecAsau(reBsizeC)s (reAsaureB)si(ze A
saur €(C) e rxe(AUB)N(AUC). o

Daca A este o submultime a multimii X, atunci complementara lui A in
X este Cx(A) = X \ A. De exemplu, Cx(X) = 0 si Cx(0) = X. Cele doua
egalitati urmatoare poarta numele de formulele lui De Morgan.

Teorema 2 Fie X o multime si A,B C X. Atunci

AUB=ANBsiANB=AUB

unde Y = Cx(Y).

Demonstratie. Avem: v € AUB S e Xgsia g AUB & v e Xsi
rgAsirgBercAsiz € Be x€ AN B. Cea de-a doua egalitate se
probeaza analog. e

Fie A, B doua multimi si @ € A, b € B. Perechea ordonata (a,b) se

defineste prin
(a,0) := {{a},{a,b}}.

Se vede ugor ca doua perechi (a,b) si (a/,b") sunt egale daca si numai daca
a=a'sib="V. Produsul cartezian A x B al multimilor A i B este multimea
acestor perechi ordonate, adica

Ax B={(a,b)] a € A,be B}.
De exemplu, {1,2} x {3,4} = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}. Rezulta ca

AxB=0<A=0sau B =10.



12 CAPITOLUL 1. MULTIMI SI FUNCTII

1.2 Functii

Fie A i B doua multimi. O functie (sau aplicatie) f de la A la B (notatie
f A — B) este o submultime a produsului cartezian A x B cu proprietatea

pentru orice z € A exista si este unic b, € B cu (z,b,) € f.

Deci f asociaza fiecarui element © € A un unic element b, € B pe care-1
vom nota cu f(x). Asadar, pentru a defini o functie f : A — B trebuie
sa precizam multimea A numita domeniul de definitie al lui f, multimea
B numita codomeniul sau domeniul valorilor lui f si asocierea a — f(a).
Multimea {(a, f(a))| a € A} = f se mai numeste si graficul lui f. Multimea
tuturor functiilor g : A — B se noteaza cu B4.

De exemplu, f:{1,2} — {1,2,3}, f(n) = n+ 1 este o functie cu grafi-
cul {(1,2),(2,3)}. Pe de alta parte, g : {0,1,2} — R, g(z) = y unde
y € R si 22 + y?> = 1, nu este functie, deoarece g(0) = =41, deci g(0)
nu este unic determinat, iar g(2) nu existd. Cu alte cuvinte, submultimea
{(0,1),(0,—=1),(1,0)} a lui {0,1,2} x R nu satisface conditia din definitia
functiei.

Prin definitie, doua functii f : A — B i g : C — D sunt egale daca
A=C,B=Dsif(x) = g(z) pentru orice x € A. Fie doua functii f : A — B
sig: B — C. Compunerea gf dintre g si f este functia gf : A — C definita
prin

(9f)(x) = g(f(x)) pentru z € A.

De exemplu, daca f,g: R — R, f(z) = sin(z), g(r) = 2%, atunci (gf)(z) =
sin?(z) iar (fg)(z) = sin(2?), deci fg # gf. In cazul in care o functie o
este definita pe o multime finita A = {ay, ..., a,}, 0 se poate reprezenta sub

. aq Q9 R Ay, . )
forma o = o(@) ofa) ... olay) ) De exemplu, functia f: {1,2} —
{1,2,3}, f(n) =n + 1 se poate reprezenta ( ; g )

Teorema 3 Fie functiile f : A —- B, g: B — C sih:C — D. Atunci
h(gf) = (hg)f (i-e., compunerea functiilor este asociativa).

Demonstratie. Daca x € A, atunci (h(gf))(z) = h((gf)(z)) = h(g(f(z)))
= (hg)(f(2)) = ((hg) f)(x).
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O functie f : A — B se numeste functie injectiva sau mai simplu injectie,
daca pentru orice z,y € A cu x # y rezulta f(x) # f(y) (echivalent daca
pentru orice x,y € A cu f(x) = f(y) rezulta x = y). O functie f : A — B se
numeste functie surjectiva sau mai simplu surjectie, daca pentru orice y € B
exista x € A astfel incat f(z) = y. O functie se numeste functie bijectiva sau
mai simplu bijectie, daca este simultan injectiva si surjectiva.

De exemplu, fie functiile f, g, h, k : Z — Z date prin: f(m) = 2m, g(m) =
[m/2], h(m) = m + 1 gi k(m) = m?. Atunci f este injectiva si nesurjectivi,
g este surjectiva gi neinjectiva, h este bijectiva, iar k este neinjectiva gi
nesurjectiva.

Daca A este o submultime a lui B, atunci injectia ¢ : A — B, data prin
i(x) = x, se numeste functia (aplicatia) de incluziune a lui A in B. Bijectia
I[4: A — A, data prin I4(x) = x, se numeste functia (aplicatia) identica
a multimii A. Se verifica imediat ca pentru orice functie f : A — B avem
Ipf=/fsifla=[.

Daca A, B sunt doua multimi, atunci surjectiile py : A x B — A si
pp : AX B — B, date prin pa(x,y) = x si pp(x,y) = y, se numesc proiectiile
canonice ale produsului cartezian A x B pe prima respectiv a doua compo-
nenta. O bijectie s : A — A se mai numeste permutare a multimii A. De
a b c

exemplu, o = < b oo

Z > este o permutare a multimii {a, b, ¢, d}

Teorema 4 Fie functiile f,f' : A — B si g,g' : B — C. Atunci au loc
urmatoarele implicatii

(a) f,g injectii = gf injectie,

(b) f,g surjectii = gf surjectie,

(¢) f,g bijectii = gf bijectie,

(d) gf injectie = [ injectie,

(e) gf surjectie = g surjectie,

(f) gf bijectie = f injectie si g surjectie,

(9) 9f = gf" si g injectie = f = [,

(h) gf = g'f si | surjectie = g =g

Demonstratie. (a). Fie z,y € A astfel incat (gf)(z) = (¢9f)(y), adica
9(f(x)) = g(f(y)). Cum g, f sunt injectii, obtinem f(r) = f(y) si apoi
x=1y. (b). Fie z € C. Cum g, f sunt surjectii, exista y € B cu g(y) = z si
apoi exista © € A cu f(z) = y. Obtinem (gf)(z) = g(y) = z.

(¢) rezulta din (a) si (b).
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). Fie z,y € A cu f(x) = f(y). Aplicand pe g obtinem (gf)(z) =
y) si cum gf este injectie, rezulta = = y.

y= f(x) € Bsig(y) =z (f) rezulta din (d) si (e).
(9). Fiex € A. Cum gf = gf’, rezulta g(f(x)) = g(f'(x)), deci f(x) =
f'(x) deoarece g este injectiva.

(h) Fie y € B. Cum f este surjectie, exista z € A cu f(z) = y. Deoarece
gf = g'f, rezultd g(y) = (9)(x) = (¢'f)(x) = g'(y).

Fie functiile f, g : N — N date prin f(n) =n+1si g(n) = max(n—1,0).
Atunci gf = In dar f nu este surjectiva iar g nu este injectiva.

Teorema 5 Fie f: A — B o functie. Atunci f este bijectiva daca si numai
daca exista o functie g : B — A astfel incat gf = I si fg = Ig. Daca
existd, functia g este unicd; g se numeste inversa lui f si se noteazd cu f=1.

Demonstratie. ITmplicatia < rezulta din punctul (f) al Teoremei 4. =.
Fie y € B. Cum f este surjectiva, exista y' € A astfel incat f(y') = y.
Deoarece f este injectiva, ¥ este unic determinat de y (deoarece f(y') =y =
f(y") implica ¥’ = y”). Definim functia g : B — A prin g(y) = y'. Pentru
orice y € B, rezulta (fg)(y) = f(y') = y; deci fg = Ip. De asemenea, daca
x € A, atunci g(f(z)) = f(z) = x; deci gf = I4. Unicitatea lui g rezulta
din punctele (g) si (h) ale teoremei 4. o

De exemplu, inversa functiei f : N — N* data prin f(m) = m + 1
este f71 : N* — N data prin f~'(m) = m — 1. De asemenea, inversa
functiei » : R — R, h(z) = 23 + 5z, = € R, este functia h™'(y) =

\3/y/2 +\Jy2/A+ 12527 + \3/y/2 — JU2/A+125/27, y € R.

Fie f : A — B o functie. Daca X C A, atunci submultimea lui B,
f(X) ={f(z)| € X} se numeste imaginea (directa)a lui X prin f. f(A) se
noteaza cu Im( f) si se numeste imaginealui f. E clar ca f este surjectiva daca
si numai daca Im(f) = B. De asemenea, daca Y C B, atunci submultimea
lui A, f7YY) = {x € A| f(z) € Y} se numeste pre-imaginea sau imaginea
imversa a lui Y prin f.

De exemplu, pentru functia h : N — Z, data prin h(n) = (—1)", avem
Im(h) = {1,—1}, h({1,3}) = {—1}, "' ({2}) = 0 si A1 ({1}) = multimea

numerelor naturale pare.
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Teorema 6 Fie f: A— B o functie, X, W C A Y, Z C B. Atunci
a) X CW = f(X)C f(W),

)Y CZ= f7Y(Y)C f1(2),

) [(XUW) = f(X)u f(W),

) f(XNW) C f(X)N f(W) (cu egalitate daca f este injectiva),
) fiYuz)=f" ( YU f1(2),
fAYnz)y=f1(Y)nf(2),

ffl(f( )) D X (cu egalitate daca f este injectiva),

f C Y (cu egalitate daca f este surjectiva).

Demonstratie. (a) si (b) sunt clare. (¢). Incluziunea O rezulta din (a).
Fie y € f(X UW). Atunci exista x € X UW astfel incat f(z) = y. Rezulta
reXsauxeW,deciye f(X)sauy e f(W).

(d). Prima parte e clara. Presupunem f injectiva i fie y € f(X)N f(W).
Exista x € X g1 w € W astfel incat f(x) = f(w) = y. Din injectivitatea lui
f rezulta ©x = w, deci y € f(X "W).

(e). Avem sirul de echivalente: = € f[T}(YUZ) & f(z) e YUZ &
flx)eYsau f(z) € Z &z e fFHY)U fFH(2).

(f). se probeaza asemanator cu (e).

(9). Dacd x € X, atunci f(z) € f(X), deci x € f~(f(X)). Reciproc, fie
w e fTHf(X)). Atunci f(w) € f(X), adicd exista z € X cu f(z) = f(w),
deci w = x € X daca f este injectiva.

(h). Relatia f(f~1(Y)) C Y este evidentd. Presupunem ci f este surjec-
tiva gi fie y € Y. Atunci exista x € A cu f(r) = y. Rezultda cd x € f~1(Y),
deci y € F(f (V). »

Teorema 7 Fie A o mulfime. Afirmatiile urmatoare sunt echivalente:
(a) A este finita,
(b) orice injeclie f: A — A este bijectie,
(c) orice surjectie f: A — A este bijectie.

Demonstratie. (a) = (b) si (a) = (¢). Fie A = {ay,...,a,}. Daca
f este injectiva, atunci f(ay),..., f(a,) sunt elemente distincte din A, deci
{f(a1),..., f(an)} = A, adica f este surjectiva.

Daca f este surjectiva, atunci {f(ay), ..., f(an)} = A deci f(ay), ..., f(an)
sunt distincte, adica f este injectiva.

(b) = (a) si (¢) = (a). Presupunem ca A este infinita. Vom construi
functiile f,g : A — A, f injectiva nesurjectiva, g surjectiva neinjectiva. Fiind
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infinitd, A poseda o submultime infinita B = {ai,as, ..., ay,...}. Definim
functiile f,g: A — A prin

{ r daca x€ A\ B

any1 daca x =a,

g(z) =

fla) = {ax daca z€ A\ BU{a}

n1 daca x=a,,n>2.

Deoarece a; ¢ Im(f), g(a1) = g(az) si gf = I, rezulta ca f este injectiva
dar nesurjectiva iar g este surjectiva dar neinjectiva. e

Proprietatea anterioara ne permite sa definim multimile finite ca fiind
multimile A cu proprietatea ca orice injectie (surjectie) f : A — A este
bijectie.

Teorema 8 Fie A, B mulfimi finite cu m respectiv n elemente. Atunci
(@) numdrul submultimilor lui B este 2"

(b) numdarul functiilor de la A la B este n™

(¢) numarul permutarilor lui B este n!

(d) daca m < n, numarul injectiilor de la A la B este n!/(n —m)!
(e) daca m > n, numdarul surjectiilor de la A la B este

nm —Crn—1D"+C*n—2)"+---+ (=)t

Demonstratie. (a). Fie 0 < k < n. Submultimile lui B avand k elemente
sunt in numar de C¥. Deci B are CY + C} + .-+ C" = (1 +1)" = 2»
submultimi. Pentru celelate afirmatii, vezi exercitiul 12. o

Spunem ca doua multimi A, B sunt echipotente sau ca au acelasi cardinal
si notam A ~ B sau |A| = |B|, daca exista o bijectie f : A — B. E clar ca
doua multimi finite sunt echipotente daca si numai daca au acelagi numar de
elemente. Din acest motiv, pentru o multime finita cu n elemente vom scrie
|A| = n.

Pentru cazul multimilor arbitrare, se poate proba usor ca relatia de echi-
potenta poseda proprietatile reflexivitate(A ~ A), simetrie (A ~ B = B~
A) si tranzitivitate (A ~ Bsi B~ C = A ~ (). O multime echipotenta
cu N se numeste mulfime numarabila. E clar ca A este multime numarabila
daca si numai daca elementele lui A se pot ageza intr-un gir infinit. Cum Z =
{0,£1,4+2, ...}, Z este numarabila. N x N este de asemeanea numarabila,
deoarece avem bijectia

FiNxN-=N, fla,b)=2°2b+1)—1.
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Intr-adevar, orice numar natural nenul se scrie in mod unic ca produsul dintre
o putere a lui 2 si un numar impar.

Teorema 9 (Cantor). Multimea numerelor reale este nenumdrabild.
Demonstratie.  Presupunem ca R este numarabila. Atunci intervalul

(0,1) este numarabil. Fie {a1,...,a,,...} o ingiruire a numerelor din (0, 1) si
fie

anzovanlanQ"'ank"'

reprezentarea zecimala a lui a,. Pentru fiecare n, fie b,, o cifrd zecimala
diferita de 0, 9 si a,,. Atunci numarul cu reprezentarea zecimala

07bn1bn2 o bnn e

apartine lui (0, 1) dar nu se gaseste in sirul {a4, ..., a,, ...}, contradictie. e

Fie A, B doua multimi. Spunem ca A are cardinal mai mic decat B i
notam |A| < |B|, daca exista o injectie f : A — B. Daca in plus, A, B
nu sunt echipotente, notam |A| < |B|. Au loc urmatoarele doua rezultate
remarcabile.

Teorema 10 (Cantor). Pentru orice mulfime A, |A| < |P(A)|.

Demonstratie. Injectia i : A — P(A), i(zr) = {x}, ne arata ca |A| <
|P(A)|. Presupunem ca avem o bijectie f : A — P(A). Se considera
multimea B = {a € A| a € f(a)}. Cum f este surjectiva, exista b € A
cu f(b) = B. Daca b € B, atunci b ¢ f(b) = B, contradictie; iar daca b € B,
atunci b € f(b) = B, din nou contradictie. e

Teorema 11 (Cantor-Schroder-Bernstein). Fie A, B doud multimi. Daca
|A| < |B| si |B| < |A|, atunci |A] = |B|.

Demonstratie. Vezi exercitiul 9. e

1.3 Familii de multimi.

Fie M o multime nevida. Un gir (z,),>1 de elemente ale lui M inseamna, de
fapt, o functie f : N* — M, f(n) = x,. Mai general, daca I este o multime, o
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familie de elemente (;);cr din M indexata dupa multimea I inseamna functia
f:I— M, f(i) = x;. I se numeste multimea indicilor iar x; elementul de
indice 1 al familiei. Familia se zice nevida daca I este nevida. De exemplu, o
matrice de tip m X n de numere reale este o familie indexata dupa multimea
{1,....,m} x{1,...,n}.

Fie (A;)ier o familie nevida de multimi (adica, fiecare A; este multime).
Operatiile de reuniune/intersectie se pot defini pentru familii astfel

U A ={z| existai, € I cux € A, }

il

() Ai = {z| x € A; pentru orice i € I}.

iel
De exemplu, U | A; = AU -+ U Ay, Upezar (0, 2] = (0,1) 51 N2,(0,1/n) =
(. Proprietatile reuniunii/intersectiei din cazul a douda mul{imi se extind

usor la cazul familiilor. De exemplu, o versiune generalizata a asociativitatii
reuniunii este urmatoarea. Fie ((A;, )i er )rex 0 familie de familii multimi.

Atunci
U( U A;) = UAj unde [ = U I.

keK ip€ly jerI keK

......

urmatoarea. Fie (A;);er si (B;) es familii de multimi. Atunci

JaynUB)= U (AnB)).

el jeJ (i,5)eIxJ

Intr-adevir, z € (Use; Ai)N(Ujes B)j) & existaa € Isif € Jeur € A,NBg
= T € U(i,j)EIXJ(Ai N B])

Formulele lui De Morgan se exprima astfel. Fie X o multime si fie (A4;);er
o familiei de submultimi ale lui X. Atunci

U4 =N4

i€l i€l
N4 =U%
i€l i€l

unde Y = Cx (V). fntr—adevér, rE€UirAdiereXsiv €U Ai v e X
§iz € A; pentru orice i € I < x € N;er As
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Prin definitie, produsul cartezian [[;c; A; al unei familic nevide de mulfimsi
(A;)icr este

114 := {(z:)ier| z; € A; pentru orice i € I}.
iel

Daca A, I sunt multimi nevide, atunci A’ este produsul cartezian al fami-
liei (A;)ier cu A; = A pentru orice i € I. Deci Al este multimea familiilor de
elemente din A indexate dupa I, altfel spus, multimea functiilor f : I — A.
Daca I = {1,...,n}, AT se noteazd simplu cu A". In teoria axiomaticd a
multimilor, se admite urmatoarea axioma:

(Axioma alegerii.) Produsul cartezian al unei familii nevide de mulfimi nev-
ide (A;)ier este nevid, adica exista o functie

I — |JA; cu f(i) € A; pentru orice i € 1.

el

1.4 Relatii de echivalenta

Fie A o multime nevida. O relatie” ~ 7 pe multimea A este o submultime a
produsului cartezian A x A. Daca (a,b) €~, vom spune ca a este in relatia
~ cu b si vom folosi notatia (mai comoda) a ~ b. De exemplu, p = {(1,2)}
este o relatie pe multimea {1, 2} si 1p2. E clar ca pe o multime cu n elemente
sunt 27 relatii.

O relatie ~ pe multimea A se numeste relatie de echivalenta daca ~ este
simultan:

reflexiva: a ~ a pentru orice a € A,
simetrica: a ~ b implica b ~ a, si
tranzitiva: a ~ b i b ~ ¢ implica a ~ c.

Exemple de relatii de echivalenta: relatia de egalitate pe o multime
nevida, relatia de paralelism pe multimea dreptelor din plan, relatiile de
asemanare/congruenta pe multimea triunghiurilor din plan. Relatia de ine-
galitate < pe N nu este relatie de echivalenta, nefiind simetrica. Daca
[+ A — B este o functie, atunci relatia ~; pe A definita prin

r~py e flz) = fly)
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este o relatie de echivalenta fiind reflexiva: f(a) = f(a) pentru orice a € A,
simetrica: f(a) = f(b) implica f(b) = f(a), si tranzitiva: f(a) = f(b) si
f(b) = f(c) implica f(a) = f(c).

Numim ~ relatia de echivalenta asociata lui f. De exemplu, pentru
functia o : R — C, a(x) = cos(2wx) + i sin(27x), relatia x ~, y Inseamna
xr —1y € Z. Fie ~ o relatie de echivalenta pe multimea A. Daca a € A,
multimea

la] :={be Al b~ a}

se numeste clasa de echivalenta a elementului a. Multimea claselor de echi-
valenta se numeste multimea factor a lui A modulo ~ §i se noteaza cu A/ ~.
Deci A/ ~= {[a]| a € A}. Surjectia

p:A—= Al ~, pla)=ld]

se numeste surjeclia canonicd. Se vede ca ~,=~. Pentru relatia de egalitate
pe o multime nevida B, clasele de echivalenta sunt submultimile lui B cu
cate un singur element. O partitie a unei multimi nevide A este o familie
de submultimi nevide disjuncte doua cate doua ale lui A a carei reuniune
este A. De exemplu, ({2n,2n + 1}),cz este o partitie a lui Z in timp ce
({n,n+ 1})nez st ({3n,3n + 1}),ez nu sunt partitii.

Teorema 12 Fie ~ o relatie de echivalenta pe multimea A. Atunci
(a) a € [a] pentru orice a € A.
egale daca a~b

(b) Doua clase de echivalenta [a] si [b] sunt { disjuncte daci a b

In particular, [a] = [b] dacd si numai dacd a ~ b.
(¢) Multimea claselor de echivalenta este o partitie a lui A.

Demonstratie. (a) rezulta din reflexivitate lui ~. (b). Presupunem ca
exista x € [a] N [b] i fie y € [a]. Cum ~ este simetrica, rezulta ca y ~ a,
a ~ x gl « ~ b. Din tranzitivitatea obtinem y ~ b, deci y € [b]. Deci [a] C [b]
si din simetrie obtinem [a] = [b]. Am demonstrat astfel si pe (c). o

Fie A o multime nevida. Unei partitii A = (A;)ie; a lui A, ii putem
asocia relatia pe A definita prin x ~4 y < x,y se gasesc In acelagi A;. Se
arata usor ca ~ 4 este o relatie de echivalenta ale carei clase de echivalenta
sunt chiar submultimile A;. Reciproc, daca p este o relatie de echivalenta pe
multimea A, atunci din teorema precedenta rezulta ca A/p este o partitie a
lui A si ~4/,= p. Am stabilit astfel urmatorul rezultat.
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Teorema 13 Fie A o multime nevida. Aplicatiile p — A/p si A —~ 4 sunt
bijectii inverse una celeilalte intre relatiile de echivalenta pe A si partitiile lui

A.

De exemplu, pe o multimea {1,2,3} sunt cinci relatii de echivalenta
deoarece {1,2,3} are cinci partitii (vezi gi exercitiul 16). Fie functia « :
R — C, a(z) = cos(2rx) + i sin(2mz). Clasele de echivalenta ale relatiei ~,
sunt submultimile lui R de forma {z + k| k € Z} cu 0 < z < 1. In fond, se
vede usor ca pentru o functie f : A — B, clasele de echivalenta ale relatiei
~ sunt submultimile f~'(b) cu b € Im(f).

Fie ~ o relatie de echivalenta pe multimea A. O submultime S a lui A
se numegte sistem de reprezentanti pentru ~ daca S contine exact cate un
element din fiecare clasa de echivalenta. Deci, S este sistem de reprezentanti
pentru ~ daca si numai daca S verifica conditiile

(1) pentru orice a € A exista s, € S cu a ~ s, §i

(2) orice doua elemente distincte ale lui S nu sunt in relatia ~.

[0,1) este un sistem de reprezentanti pentru relatia ~, definita anterior.
Pe multimea numerelor complexe (identificata cu planul complex), relatia
z ~w & |z| = |w| este o relatie de echivalenta (este chiar relatia asociata
functiei d : C — R, d(z) = |z]). Clasele de echivalenta sunt cercurile de
cetru 0, iar [0,00) este un sistem de reprezentanti.

Fie n un numar natural fixat. Spunem ca doua numere intregi a, b sunt
congruente modulo n §i scriem a = b (n) daca n divide a — b. Relatia = (n)
se numete relatia de congruentda modulo n pe Z. De exemplu, 7 = —5 (4) si
11 # 4 (6). De asemenea, a = b (2) < a si b au aceeagi paritate. Se vede
imediat ca relatia de congruenta modulo 0 este chiar egalitatea si ca orice
doua numere sunt congruente modulo 1. Asadar, ne putem restrange in cele
ce urmeaza la cazul n > 2.

Teorema 14 Relatia de congruenta modulo n pe Z este o relatie de echiva-
lenta cu clasele de echivalenta 0, 1,....n — 1, unde

r={nqg+r| q€Z}.
Demonstratie. Fie a,b € Z. impér’gind pe fiecare cu rest la n, obtinem

a=nqg+r,b=ns+tcuqg,s€Zsir,te{0,1,...,n—1} Atuncia="0b (n)
S nla—bs njr—t < r=t, deoarece |r —t| <n —1. Asadar
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a=b(n) < asibdau acelasi rest la impartirea cu n.

Cu aceasta caracterizare se arata usor ca relatia de congruenta modulo n este
o relatie de echivalents si ci are clasele de echivalenti 0, 1,..n — 1. Intr-
adevar, pentru 0 < r <n—1,7 = {ng+r| ¢ € Z} sunt exact numerele ce dau
restul  la impartirea cu n. Altfel spus, multimea resturilor {0,1,...,n — 1}
este un sistem de reprezentanti. e

Numim clasele de echivalenta ale relatiei de congruenta modulo n clasele
de resturt modulo n, iar multimea lor o notam cu Z,,. Deci

Z, ={0,1, ...,nf—\l}.

7 se mai scrie nZ + r, unde nZ este multimea multiplilor lui n.

De exemplu, Zy = {0,1} unde 0 (resp. 1) este multimea numerelor intregi
pare (resp. impare).

Cu ajutorul relatilor de echivalenta se pot defini noi obiecte matematice.
De exemple, multimea numerelor intregi Z se poate construi plecand de la
N astfel. Pe N x N consideram relatia de echivalenta (a,b) ~ (c,d) daca
a+d = b+ c. Daca notam clasa de echivalenta a lui (a,b) cu a — b, atunci
putem defini pe Z ca N x N/ ~= {a — b| a,b € N} (vezi exercitiul 24).

Dam i un exemplu geometric. Fie dreptunghiul D = [0,9] x [0,1]. Pe D
consideram relatiile de echivalenta ~, | si & definite prin

(0,y) ~ (9,y) pentru orice y € [0,1],

(0,y) = (9,y) i (2,0) ~ (x,1) pentru orice (z,y) € [0,9] x [0, 1],

(0,y) L (9,1 —y) pentru orice y € [0, 1].

Atunci multimea factor D/ ~ poate fi gandita ca un cilindru, deoarece am
"lipit” laturile verticale ale lui D, D/ ~ poate fi gandita ca un tor, deoarece
am ”lipit” si laturile orizontale ale lui D, iar D/ 1 poate fi gandita ca o banda
Mobius, deoarece am "lipit” laturile verticale ale lui D dupa o rasucire.

1.5 Exercitii.
1. Fie M o multime, A, B C M si fie functia
f:P(M)— P(A) x P(B) definita prin f(X)=(XNA, X NB).

Arétati cd f este injectiva & AUB = M si ca f este surjectiva & ANB = ().
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2. Fie f : A — B o functie. Consideram functiile f, : P(A) — P(B),
f*:P(B) = P(A), definite prin f.(X) = f(X) s f*(Y) = f~1(Y). Aratati
ca f este injectiva (resp. surjectiva) < f, este surjectiva (resp. f* injectiva).

3. Aritati ca functia f : Z2 = R, f(z,y) = (z — vV2)?> + (y — 1/3)?, este
injectiva. Ca aplicatie, aratati ca pentru orice numar natural n, exista un
cerc cu centrul in punctul C' = (1/2,1/3) care contine in interior exact n
puncte cu coordonatele numere intregi.

4. Gasiti imaginea functiei f : 22 — Z, f(x,y) = 2% — y*
5. Scrieti elementele multimii P(P(P(0))).

6. Fie (A,)n>1 un sir multimi nevide finite si fie f, : Ap1 — A,, n > 1,
aplicatii. Aratati ca exista un sir (an)n>1, an € Ay, astfel incat f,(ans1) = ay,
pentru n > 1.

7. Fie A o multime. Aratati ca nu exista o injectie f : P(A) — A. (Indicatie:
folositi multimea B = A\ {f(C)| f(C) € C} si elementul b = f(B).)

8. Fie f : B — A o functie injectiva, unde A este o submultime a lui B.
Consideram multimea C' = {f"(z)| x € B\ A, n > 0}, unde f°(z) := z
si f* = ff" ! pentru n > 1. Aratati ca functia g : B — A definitd prin

f(z) daca zeC
9(w) = r daca xz¢C
Fi10,1] 5 0,1), flo) = x/2.

este bijectiva. Aplicatie: calculati g pentru

9 Folositi exercitiul precedent pentru a arata ca doua multimi D, E sunt
echipotente daca intre ele exista injectii u: D — E gi v : E — D (teorema
Cantor-Schroder-Bernstein).

10. Fie A, B, C trei mul{imi nevide. Aritati ca (B x )4 ~ B4 x C4 «i
(CB)A ~ CAXB'

11. (Principiul includerii si excluderii.) Fie X o multime finita nevida si
Ay, ..., A, submultimi ale lui X. Aratati ca:

AT UA U UA =Y A =Y JANA)| +- -+ (=1)" A NN Ay

i=1 i<j
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12. Fie a,b doua numere naturale, A = {1,2,...;a} si B = {1,2,...,b}.
Probati afirmatiile urmatoare.
(a) Numarul N al functiilor de la A la B este b°.
(b) Daci a < b, numérul N; al injectiilor de la A la B este bl/(b—a)!. In
particular, numarul permutarilor unei multimi cu n elemente este n!.
(c) Daca a > b, numarul N, al surjectiilor de la A la B este

b — CL(b— 1)+ CHb—2)* +--- (=) 'Cp .

(d) Daca a < b, numarul N, al functiilor strict crescatoare de la A la B
este C}'.

(e) Numarul N, al functiilor crescatoare de la A la B este C¢,, ;.
(Indicatie. La (c), se numara non-surjectiile folosind ex. 11, iar (e) se poate
reduce la (d).)

13. Fie k,n > 1. Aratati ca numarul monoamelor X' X2 --- X' de grad k
este CI" b

14. Aratati ca numarul permutarilor de grad n fara puncte fixe este n!(1 —
/1 +1/21—1/31+ .-+ (=1)"/n!). (Indicatie. Folositi ex. 11).

15. Pentru n > 1, fie ¢(n) numarul intregilor pozitivi < n si primi cu n
(functia ¢ se numeste indicatorul lui Euler). Aratati ca

p(n) =n(l—1/p1)(1 —=1/ps)--- (1 =1/ps)
unde pq, pa, ..., ps sunt factorii primi ai lui n.
16. Numarati relatiile de echivalenta pe o multime cu n elemente.

17. Aratati ca relatia de congruenta modulo n este relatie de echivalenta
folosind definitia.

18. Care dintre urmatoarele relatii pe R este relatie de echivalenta: (a) xay
daca x —y € Z, (b) zfy daca |[x —y| <2, (¢c) zyy dacaz +y € Z 7

19. Fie R multimea relatiilor pe {1,2,3}. Consideram axiomele de: (1) re-
flexivitate, (2) simetrie, (3) tranzitivitate, (4) antisimetrie. Calculati imag-
inea functiei urmatoare: g : R — {0,...,15}, g(p) = a1 + 2a2 + 4az + 8ay
unde a; = 1 (resp. a; = 0) daca p satisface (resp. nu satisface) axioma (7).
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20. Fie A o multime infinita i F' multimea functiilor g : A — A. Pe F
definim relatia f ~ g < multimea Dy, = {a € A| f(a) # g(a)} este finita.
Aratati ca ~ este o relatie de echivalenta.

21. Pe multimea C* (=planul complex fara 0) definim relatia z ~ w < z,
w si 0 sunt coliniare. Aratati ca ~ este relatie de echivalenta, determinati
clasele de echivalenta i un un sistem de reprezentanti.

22. Pe multimea C (=planul complex) definim relatia z ~ w < z —w € R.
Aratati ca ~ este relatie de echivalenta, determinati clasele de echivalenta si
un un sistem de reprezentanti.

23. Fie A o multime nevida. Pe multimea H a functiilor de la A in A definim
relatia f ~ g < exista o bijectie u € H astfel incat fu = ug. Aratati ca ~
este relatie de echivalenta.

24. (Constructia lui Z.) Fie ~ relatia pe N x N definita prin (a, b) ~ (¢, d)
dacd a+d = b+ c. Aratati ca ~ este o relatie de echivalenta i ca N x N/ ~
se identifica in mod natural cu Z.

25. (Constructia lui Q.) Fie ~ relatia pe Z x N* definita prin (a, b) ~ (¢, d)
daca ad = be. Aratati ca ~ este o relatie de echivalenta gi ca Z x N*/ ~ se
identifica in mod natural cu Q.

26. (Constructia lui R.) Fie C multimea sirurilor Cauchy de numere rationale
(un sir (an,)n>1 se numeste gir Cauchy daca pentru orice numar natural k > 1,
exista un numar natural N = N(k) > 1 astfel incat |a,, — a,,| < 1/k pentru
orice n,m > N). Pe C consideram relatia ~ definita prin (an)n>1 ~ (bn)n>1
& nh_g)lo (an, — by,) = 0. Aratati ca ~ este o relatie de echivalenta si ca C/ ~
se identifica in mod natural cu R.

27. Pentru ce numere naturale n > 2 este functia f : Z,, — C, f(l%) =
bine-definita ?
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Capitolul 2

Operatii algebrice, monoizi.

In acest capitol se introduce notiunea de operatie algebrica, notiune funda-
mentala pentru intelegerea tuturor capitolelor urmatoare. Sunt date apoi
cateva proprietati ale monoizilor.

2.1 Operatii algebrice

Fie A o multimea nevida. O operatie algebrica binara = pe multimea A
(prescurtat, operatie pe A) este o functie * : A x A — A. Pentru comoditate,
vom scrie a x b in loc de *(a,b). Deci, operatia * asociaza fiecarei perechi
(a,b) € A x A elementul a*b e A. De exemplu, vy =z, v L y= 2%+ 9>
sunt operatii pe R.
Fie % o operatie pe multimea A. Operatia * se zice asociativa daca
ax* (bxc) = (ax*b)*c pentru orice a,b,c € A.
Operatia * se zice comutativa daca
a*b=">bxa pentruorice a,b e A.
Un element e € A se numeste element neutru pentru operatia x daca

a*xe=exa=a pentru orice a € A.

Daca exista, elementul neutru este unic. Intr-adevar, daca e, f sunt elemente
neutre, atunci e = e x f = f.

27
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O submultime nevida H a lui A se numeste parte stabila (in raport cu *)
daca
x xy € H pentru orice x,y € H.

In acest caz, x se restrange la o operatie pe H numita operatia indusa. De
exemplu, pe multimea N, operatia de adunare este asociativa, comutativa si
are elementul neutru 0; in plus, N\ {0, 1,2, 4} este parte stabila. Operatia de
scadere pe Z nu este nici asociativa nici comutativa i nu are element neutru,
eg. 1—-(1-1)=1#-1=(1-1)—1,2—1=1%# —1=1—2;1n plus, 3Z
este parte stabila.

Perechea M = (A, %) se numeste semigrup daca A este o multime nevida
si * este operatie asociativa pe A. Un monoid este un semigrup cu element
neutru. A se numeste mulfimea subiacentd a semigrupului/monoidului M.
Semigrupul (monoidul) M se zice comutativ daca * este operatie comutativa.

De exemplu, (N \ {1},4) este un semigrup comutativ. Pe o multime
C cu cel putin doua elemente, operatia a x b = a, a,b € C, defineste o
structura de semigrup necomutativ care nu este monoid. Avem exemplele
de monoizi comutativi: (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+), (N,-), (Z,-), (Q,-),
(R,-), (P(B),U) si (P(B),N), unde B este o multime arbitrara.

Fie B o multime nevidi. Pe multimea B a tuturor functiilor f : B —
B, operatia de compunere determina o structura de monoid. intr—adevér,
compunerea functiilor este asociativa (cf. teoremei 3) si functia identica Ip
joaca rol de element neutru. Daca B are cel putin doua elemente, monoidul
BB este necomutativ, dupa cum putem vedea compunand dous aplicatii
constante diferite.

Fie M = (A, %) un monoid cu elementul neutru e. Un element a € M se
numeste element inversabil sau simetrizabil daca exista ' € M cu

axad =d xa=e.

Daca exista, elementul o' este unic. Intr-adevar, daca in plus b € A si
a*xb="bx*a=e, atunci

ad=dxe=dx(axb)=(ad*xa)xb=exb=0.

Elementul o' se numeste inversul sau simetricul lui a. Notam cu U(M)
multimea elementelor inversabile ale monoidului M numita si mulfimea uni-
tatilor lui M. Cum exe =e, e € U(M).

Un monoid se numeste grup daca U(M) = M, adica orice element al
sau este inversabil. De exemplu, monoizii (N, +) si (Z,-) nu sunt grupuri,
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deoarece U(N,+) = {0} si U(Z,-) = {1,—1}. Pe de alta parte, (Z,+) este
grup; il vom numi grupul Z subintelegand ca operatia grupala este adunarea.

Deosebim urmatoarele tipuri de notatii. Notatie generala, caz in care
operatia este notata cu un semn de tipul %, o, L, etc., elementul neutru este
notat cu e, I, etc., iar simetricul unui element a este notat de exemplu cu a’
sau a.

Notatie aditiva, caz in care operatia este notata cu semnul + si este numita
adunare, elementul neutru este notat cu 0 si este numit elementul nul, iar
simetricul unui element a este notat cu —a si este numit opusul lui a.

Notatie multiplicativa, caz in care operatia este notata cu semnul - gi este
numita inmulfire, elementul neutru este notat cu 1 si este numit elementul
unitate, iar simetricul unui element a este notat cu a™! si este numit inversul
lui a. In cazul notatiei multiplicative, x - y se noteaza mai simplu cu zy.

Pentru simplificarea scrierii, vom expune rezultatele teoretice referitoare
la semigrupuri, monoizi si grupuri in notatie multiplicativa. Concret, prin
expresia “fie monoidul M” vom intelege ca pe multimea nevida M se con-
sidera operatia asociativa (a,b) — ab cu elementul neutru 1 (sau 1,;), iar
dacd a € U(M), atunci inversul sdu este a~!. Pentru o mai buna intelegere,
cititorul e sfatuit sa transcrie rezultatele in notatie aditiva sau generala.

Fie M o multime impreuna cu o operatie neasociativa notata multiplicativ
si fie a,b,c,d € M. Pentru a preciza produsul abc putem pune parantezele
in doua moduri (ab)c sau a(bc). De asemenea, in produsul abed putem pune
parantezele in cinci moduri: (ab)(ed), a(b(cd)), a((be)d), ((ab)c)d, (a(be))d
(vezi gi ex. 30). Daca operatia este asociativa, toate cele cinci produse
anterioare dau acelagi rezultat. De exemplu, ((ab)c)d = (ab)(cd) = a(b(cd)).
Are loc urmatorul rezultat numit teorema de asociativitate generalizata.

Teorema 15 Daca M este un semigrup si ay,...,a, € M, atunci valoarea
produsului ay - - - a,, nu depinde de modul in care s-au pus parantezele.

Demonstratie. Probam afirmatia prin inductie dupa n. Cazurile n = 1
si n = 2 sunt evidente, iar cazul n = 3 rezulta din asociativitate. Fie n > 4
si presupunem ca afirmatia a fost probata pentru produsele de lungime < n;
deci pentru by,...,b, € M si k < n, scrierea by - - - by, este neambigua. Fie b
valoarea produsului a; - - - a,, calculat intr-un mod oarecare. Rezulta ca exista
i,1<i<mn,cub=(ar---a;)(a;41---a,). Daca i < n — 1, din ipoteza de
inductie rezulta

b= (ar---a)((ait1- - an)an) =
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= (a1 @i)(ais1+* an-1))an = (a1 ap-1)an.

Deci b nu depinde de modul de calcul ales. Acelasi rezultat se obtine si daca
1=n—1.e

Teorema precedentd ne permite sa folosim intr-un semigrup (monoid)
scrierea aias - - - Q.
Spunem ca doua elemente a, b ale unui semigrup sunt permutabile daca

ab = ba.

Teorema 16 Fie M un semigrup si ay,as, ...,a, € M elemente permutabile
doua cate doud. Atunci produsul aias - - - a, nu depinde de ordinea factorilor.

Demonstratie. Fie b un produs al elementelor aq, as, ..., a, intr-o ordine
oarecare. Prin permutari de elemente vecine, aducem a; pe primul loc, apoi
as pe locul doi, s.a.m.d. e

2.2 Monoizi

Teorema 17 Daca M este un monoid st ai,as,...,a, sunt elemente in-
versabile ale lui M, atunci produsul lor aias---a, este element inversabil

$1
1 -1 -1

(a1a2...an)_1:a; Tty Ay .

In particular, U(M) este grup fata de operatia indusd.

Demonstratie. Avem

(aras- -~ an)(ay,' - -aytart) = (araz -+ - an_1)(ana, )ayty a5 'art) =

1 -1 —1)

= (aag - ap_y)(a;t - -aytart) = ... = aja;t = 1.

Analog se arata ca (a;'---ay'a;')(aray---a,) = 1. Rezulta ca U(M) este
un monoid cu toate elementele inversabile, deci U(M) este grup. e

Fien > 1. Pe multimea Z,, = {6, 1,.., n/—\l} a claselor de resturi modulo
n definim o operatie de adunare si una de inmultire. Fie 2,y € Z,, cux,y € Z.
Definim Z +§ = = + y si 27 = 7¥.
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Cele doud operatii sunt bine-definite, adica nu depind de reprezentan‘gu
claselor. Intr—adevar fiex', v € ZcuZ =a' 5§ =y Atunci n divide 2/ —z
siy —u. Demndlwdex—i-y—x—y&xy—my-( —z)y +z(y —y).
Rezultd cad o +y =o' + v/ si 7y = 2"y

Se verifica usor ca (Zy,, +) si (Zy, -) sunt monoizi comutativi cu elementele
neutre 0 respectiv 1. Primul este chiar grup deoarece T -+ (—z) = 0 pentru
orice T € Z,. Il vom numi grupul Z, subintelegand ca operatia grupala este
adunarea.

Consideram acum monoidul (Zy, -). Atunci U(Z,) este {Z|x € Z, (z,n) =
1}. Intr-adevir, fie z € Z. Atun01 T€UZy) ©3dycZcuij=1<13
yac€Zcuzy+an=1<%< (z,n) =1

Reamintim (vezi ex. 15) ca indicatorul lui Euler ¢(n) al lui n este numarul
intregilor pozitivi < n si primi cu n. Din teorema 17 obtinem

Teorema 18 U(Z,,-) = {Z| x € Z, (x,n) = 1} este un grup abelian cu
p(n) elemente.

De exemplu, U(Zy,) = {1,5,7, ﬁ}

Fie M un monoid, a € M si n > 1. Definim puterile lui a prin: a® = 1,,
a" = aa---a (n factori). Dacad a este inversabil, putem extinde definitia
precedentd punand ™" = (a= )", n > 1. In cazul notatiei aditive egalititile
precedente se scriu 0a = Oy, na = a+ a+ -+ + a (n termeni), 0Oa = 0y si
(—n)a = n(—a).

Teorema 19 (Reguli de calcul intr-un monoid). Fie M un monoid si a,b €
M. (a) a™a™ = a™™" pentru orice m,n > 0 (resp. m,n intregi, daca a este
inversabil).

(b) (a™)™ = a™ pentru orice m,n > 0 (resp. m,n intregi, dacd a este
inversabil).

(¢) Daca ab = ba, atunci (ab)™ = a™b™ pentru orice m,n > 0 (resp. m,n
intregi, dacd a,b sunt inversabile).

Demonstratie. Pentru m,n > 0, afirmatiile sunt consecinte imediate ale
definitiei. Presupunem ca a, b sunt inversabile.

(a). Pentru k intreg avem a* = a**la™! = a*2a72 = ... = a**Pa P,

(b). Fiem > 0sin < 0. Atunci (a™)" = ((a™)~ ) = ((a7V)y™)™ =
(a7t)=mm = g™ Celelalte cazuri rezulta analog.
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(c). Fien < 0. Atunci (ab)” = ((ab) ™)™ = (a7 0™ = (a )™ )™

=a"b". e

Fie A i B doi monoizi. O functie f : A — B se numeste morfism de
monoizi daca

f(z)f(y) pentru orice z,y € A,
1.

{ fzy)
f(1a)

Daca A si B sunt monoizi, avem morfismele x — 1g : A — B numit
morfismul trivial i I4 : A — A, I4(x) = x, numit morfismul identic. n
2" (N, +) - (N,-), z— |z] : (Z,-) = (N, ) sin+— 2n: (N,+) = (N,+)
sunt exemple concrete de morfisme de monoizi.

Un morfism de monoizi bijectiv se numeste izomorfism de monoizi. Mor-
fismul identic este izomorfism. X — B\ X : (P(B),U) — (P(B),N), x —
—x : (ZU{—o0},max) = (Z U {cc},min) si x — 2% : (R, +) — ((0,00),-)
sunt exemple concrete de izomorfisme de monoizi.

Teorema 20 (a) Compunerea a doud morfisme de monoizi este un morfism
de monoizi. (b) Inversul unui izomorfism de monoizi este tot un izomorfism.

Demonstratie. (a). Fie f : A — Bsi g : B — C morfisme de monoizi.
Pentru orice z,y € A avem

(9f)(xy) = g(f(zy)) = g(f(x)f(y)) = 9(f(2))g(f(y)) = (9f)(x)(gf) ().

De asemenea, (gf)(14) = g(f(1a)) = g(1p) = 1¢.
(b). Presupunem ca f : A — B este un izomorfism de monoizi. Fie
) /

v,y € Bsia' = fx),y = fy). Atunci
fHy) = @) = fTHEY) =2y = 7 (2) 7 ().

De asemenea, din egalitatea f(14) = 1 rezultd f~!(1g) = 14. @

Teorema 21 Fie f: A — B un morfism de monoizi st a € A. Atunci

(a) f(a™) = f(a)™ pentru orice n > 1,

(b) dacd a € U(A), atunci f(a) € U(B), f(a)™' = f(a™!) si f(a") =
f(a)™ pentru orice intreg n.
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Demonstratie. Afirmatia (a) rezultda din definitia morfismului. (b). Pre-
supunem c& a € U(A). Aplicand f sirului de egalitati aa™! = a~
se obtine f(a)f(a™") = f(a™")f(a) = f(1a) = lp, deci f(a) €
fla)™' = f(a™'). Fien < 0. Atunci f(a") = f((a")™) = fla™')™ =

(f(a)™)™ = f(a)". o

Spunem ca monoizii A si B sunt izomorfi, si scriem A ~ B, daca intre ei
exista un izomorfism. Doi monoizi izomorfi au aceleasi proprietati monoidale,
de aceea nu vom face distintie intre ei. Din teorema 20, rezulta ca relatia de
izomorfism intre monoizi este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

De exemplu, ({1,0},-) =~ ({0,00},+) =~ ({1, 2}, maz). Pe de alta parte,
(N, +) # (N*,-), deoarece daca f : (N,+) — (N, ) este un izomorfism, ar
rezulta ca toate numerele naturale nenule sunt puteri ale lui f(1).

Fie A o multime pe care o vom numi alfabet iar elementele sale litere. Vom
numi cuvant un sir finit ajas - - - a, de litere, incluzand aici si cuvantul vid
(cuvantul cu zero litere) notat cu U. Prin definitie, doua cuvinte ajas - - - a,, si
bibs - - - b, sunt egale daca m = n gi a; = by,...,a, = b,, adica daca au acelasi
numar de litere si literele corespunzatoare sunt egale. Fie W(A) multimea
cuvintelor cu litere din A. Atunci W (A) este monoid in raport cu operatia
de concatenare

(a1a2 s an)(blbg R bm) = aiag - - anblbg s bm

numit monoidul liber generat de multimea A. Elementul sau neutru este
cuvantul vid. De exemplu, daca B = {b}, atunci W (B) = {Ll, b, bb, ..., b", ...}.
Este clar ca W(B) este izomorf cu (N, +) prin izomorfismul n — b" :
N — W(B). Daca D = {a,b}, atunci monoidul W(D) = {U,a,b,ab,ba,
abb, bab, aab, ...} este necomutativ, deoarece ab # ba.

Mesajul teoremei urmatoare este ca morfismele de monoizi W(A) — M
se pot defini “pe litere”. Demonstratia se face prin calcul.

Teorema 22 Fie A o mulfime, M un monoid si f : A — M o functie.
Atunci functia

F:W(A) - M, F(ajay---a,) = f(ar)f(az) - f(an), ai,...,a, € A

este un morfism de monoizi. In particular, exista un morfism surjectiv de
monoizi W (M) — M.
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2.3 Exercitii

28. Cate operatii se pot defini pe o multime cu n elemente si cate dintre
acestea sunt comutative, respectiv cu element neutru ?

29. Fie S un semigrup finit. Aratati ca exista n > m > 1 astfel incat
2™ = 2™ pentru orice x € S.

30. Aratati ca numarul de moduri 7T;, in care se pot pune parantezele Intr-un
produs neasociativ ajas - - - a, este T, = C5, 5 /n (numarul lui Catalan).

31. Consideram urmatoarele operatii algebrice pe N: (a) x xy =z + 1, (b)
zxy=uwx, (c)xxy=azy+1, (d) xxy =0, (e) xxy =max(z,y). Precizati
daca ele sunt asociative, comutative, sau poseda element neutru.

32. Fie A multimea operatiilor algebrice pe N. Consideram axiomele de: (1)
asociativitate, (2) comutativitate, (3) existenta elementului neutru. Calculati
imaginea functiei urmatoare: f: A — {0,...,7}, f(p) = a1 + 2a2 + 4a3 unde
a; = 1 (resp. a; = 0) daca p satisface (resp. nu satisface) axioma (7).
(Indicatie: folositi ex. precedent).

33. Dati exemple de operatii algebrice care sa arate ca axiomele de asociativ-
itate, comutativitate si de existenta a elementului neutru sunt independente.

34. Ce proprietati are operatia z xy = x + [y| pe R ?

35. Fie a,b,c € Z, b # 0. Pe Z definim operatia x * y = azy + b(x +y) + c.
Aratati cd My, = (Z,*) este monoid < b = b —ac g1 b | ¢. Mai mult,
pentu a # 0, avem izomorfismele de monoizi Mgy, >~ M, 10 ~ K, unde K,
este monoidul multiplicativ {am + 1| m € Z}.

36. Aratati ca oricare doi dintre monoizii comutativi (N, +), (N, emmmc),
(N, mazx) si (N U {oo}, min) sunt neizomorfi.

37. Descrieti endomorfismele monoiziilor (N, +), (N, maz) si morfismele
dintre ei.

38. Gasiti un morfism injectiv de monoizi f : (N, maz) — (P(IN),U).

39. Aratati ca monoizii multiplicativi My(Z) si M3(Z) nu sunt izomorfi.
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40. Fie M un monoid si 6 ¢ M. Extindem operatia din M pe M’ = M U{6}
prin 6 = fx = 0 pentru orice x € M'. Aratati ca M’ este monoid cu
U(M)=U(M'"). Daca 1 < a < b, aratati ca exista un monoid cu b elemente
dintre care a sunt inversabile.

41. Numim atom al unui monoid M un element neinversabil a care nu
se poate scrie ca produsul a doua elemente neinversabile. Gasiti atomii
monoidului (N, +) si aratati ca (N, +) ~ (N",+) & m = n.

42. Dati exemplu de doi monoizi neizomorfi care au cate doi atomi.

43. Fie S, T multimi finite cu s respectiv ¢ elemente. Aratati ca monoizii
liberi W(S), W(T') sunt izomorfi daca gi numai daca s = t.

44. Aratati ca in monoidul multiplicativ M,, = {nk + 1| £ € N}, n € N,
n > 3, existd trei atomi distincti p,q,7 cu pg = r? (Indicatie: pentru

n#5,8, (2n—1)%gi (n —1)(2n — 1) sunt atomi).

45. Descrieti atomii monoizilor multiplicativi M,, = {nk+ 1| k£ € N} pentru
n = 2,3 si aratati ca monoizii nu sunt izomorfi.
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Capitolul 3

Grupuri

In acest capitol se introduc notiunile de baza ale teoriei grupurilor: grup, mor-
fism de grupuri, subgrup, sistem de generatori, congruente modulo un sub-
grup, grup factor, ordinul unui element intr-un grup, grup ciclic, grup de per-
mutari. Se demonstreaza teoreme importante precum teorema lui Lagrange,
teorema fundamentala de izomorfism, teorema de structura a grupurilor ci-
clice, teorema de descompunere a unei permutari in produs de cicluri dis-
juncte, ecuatia claselor de elemente conjugate si teorema lui Cauchy.

3.1 Exemple de grupuri

Reamintim ca un grup este un monoid cu toate elementele inversabile. Agadar,
un grup este o multime inzestrata cu o operatie asociativa care are element
neutru si astfel incat orice element este inversabil. Un grup se zice grup
abelian sau comutativ daca operatia grupala este comutativa si se zice finit
daca multimea subiacenta este finita (numarul de elemente se numeste or-
dinul grupului).

Multimile numerice Z, Q, R si C sunt grupuri abeliene in raport cu
adunarea. De asemenea, Q*, R* si C* sunt grupuri abeliene in raport cu
inmultirea.

Pentrun > 2, multimea Z,, = {6, 1,..., n/—\l} a claselor de resturi modulo
n este grup fata de adunare iar U(Z,,-) = {Z| v € Z, (x,n) = 1} este grup
fata de Inmultire (vezi teorema 18).

Conform teoremei 17, unitatile unui monoid formeaza grup in raport
cu operatia indusa. De exemplu, dacd A este o multime, multimea A4 a

37
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functiilor de la A la A este monoid fatd de compunerea functiilor. U(A%4)
este grupul bijectiilor A — A, numit grupul permutarilor multimii A, grup
notat cu S4. Daca A = {1,...,n}, S4 se noteaza mai simplu .S, §i se numesgte
grupul permutarilor de grad n.

Fie n > 1 si aq,...,a; numere distincte intre 1 si n. Prin permutarea
ciclica (ciclul) (ay, ..., a;) se intelege permutarea din S, definita prin a; —
ag +— -+ a, — a; §i * — x pentru x # a;. Un ciclu de forma (ij)
se numeste transpozitie. De exemplu, S5 consta din permutarea identica I,
transpozitiile (12), (13), (23) si ciclurile (123), (132).

Daca G, H sunt grupuri, produsul cartezian G x H devine grup fata
de operatia de “Inmultire pe componente” (a,b)(a’,b') := (ad’,bb’) pentru
a,a’ € Gsib b € H. Acest grup se numeste produsul direct al grupurilor G
si H. Asociativitatea se verifica imediat, unitatea lui G x H este (1g, 1y) iar
(a,0)7! = (a7, b71). Produsul direct G x G se noteazi mai simplu cu G2
De exemplu, grupul multiplicativ {£1}? se numeste grupul lui Klein.

Constructia produsului direct de grupuri se poate generaliza ugor pentru
familii arbitrare de grupuri. De exemplu, ZN este grupul aditiv al sirurilor
de numere intregi.

Se numeste izometrie a planului euclidian R? o functie f : R?> — R?
care pastreaza distantele, adica satisface egalitatea d(f(P), f(Q)) = d(P, Q)
pentru orice P,Q € R?, unde

d((w1,22), (g1, 92) = /(21— 91)2 + (22 — o).

Se poate arata ca orice izometrie este bijectiva gi ca multimea izometriilor
Iz0(R?) este un grup fata de compunere (vezi [3, pag. 213]). Orice izometrie
este o translatie, rotatie, simetrie (fata de o dreapta) sau compunerea dintre
o translatie gi o simetrie; in plus, orice izometrie se poate obtine compunand
cel mult trei simetrii (vezi [3, pag. 216]).

Fie acum o submultime Y a lui R?. Izometriile f care invariaza pe Y
in ansamblu, adica f(Y) =Y, formeaza un subgrup al lui Iz0(R?) notat cu
Sim(Y') si numit grupul de simetrie al lui'Y . Intr-adevir, fie f, g € Sim(Y).
Atunci f(Y) =Y sig(Y) =Y, deci g (V) =Y girezultaca (fg 1) (Y) =Y.

Fie R un dreptunghi care nu este patrat. Atunci Sim(R) consta din
transformarea identica, cele doua simetrii fata de mediatoarele laturilor si
rotatia de 7 radiani in jurul punctului de intersectia al diagonalelor.

Fie P un patrat. Sim(P) consta din transformarea identica, rotatiile
de m/2, 7, 3w/2 radiani in jurul centrului patratului gi cele patru simetrii
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fata de mediatoarele laturilor si diagonale. Grupul este neabelian deoarece,
de exemplu, simetriile fata de diagonale nu comuta. El este numit grupul
diedral al patratului si este notat cu Dy (vezi si ex. 56).

Mai general, grupul diedral D,, se defineste ca grupul de simetrie al unui
poligon regulat cu n laturi. D,, consta din rotatiile de 2k7/n radiani, k =
0,1,...,n — 1, in jurul centrului poligonului si cele n simetrii fata de axele de
simetrie ale poligonului.

3.2 Morfisme de grupuri

Fie G si H doua grupuri. O functie f : G — H se numeste morfism de
grupuri daca

f(zy) = f(x)f(y) pentru orice z,y € G.

Fie e = f(lg). Din 14 = 1g rezultd ¢ = e = ely si, prin amplificare
la stanga cu e, rezultd e = 1y. Rezultd ci f(lg) = lg, deci f este si
morfism de monoizi. Un morfism de grupuri bijectiv se numeste izomorfism
de grupuri. Un automorfism este un izomorfism de la un grup in el insusi.

Fie G, H grupuri si @ € G. Atunci aplicatia x — 1y : G — H este
un morfim numit morfismul trivial iar aplicatia identica I, : A — A este
un automorfism numit (auto)morfismul identic. Mai general, aplicatia z +—
axa~! : G — @G, este un automorfism numit automorfismul interior definit
de a.

Ca exemple concrete, f :

(Z,+) = (Z,+), f(n) = 2n este morfism de
grupuri, iar g : (R, +) — ((0, 00), -)

,+), g(x) = 2% este izomorfism.

Teorema 23 (a) Compunerea a doud morfisme de grupuri este un morfism
de grupuri. (b) Inversul unui izomorfism de grupuri este tot un izomorfism.

Demonstratie. Rezulta din afirmatiile corespunzatoare pentru morfismele
de monoizi (teorema 20). o

Spunem ca grupurile G si H sunt izomorfe sau ca au acelasi tip, si scriem
G ~ H, daca exista un izomorfism de grupuri f : G — H. De exem-
plu, (R,4+) ~ ((0,00),-). Dimpotriva, (R,+) % (R*,:), deoarece daca
f:(R*) — (R,+) este un morfism, atunci 0 = f((—1)?) = 2f(—1), deci
f(=1)=rfQ)=0.
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Se vede ca daca f : G — H este un izomorfism de grupuri, atunci orice
proprietate a grupala a lui G se poate transporta prin f in H. De aceea, nu
vom face distinctie intre doua grupuri izomorfe. De exemplu, fiecare dintre
grupurile izomorfe ({1} x {£1},) si (Zy X Zy,+) va fi numit grupul lui
Klein.

Din teorema anterioara, rezulta ca relatia de izomorfism intre grupuri este
reflexiva, simetrica si tranzitiva.

O problema importanta in teoria grupurilor finite este descrierea tuturor
tipurilor de grupuri cu un numar dat n de elemente. Se poate vedea ugor
ca pentru 1 < n < 3 exista cate un singur tip de grup. Fie grupurile cu 4
elemente Z, si K = ({£1}?,-) (grupul lui Klein). Se poate vedea ca grupurile
nu sunt izomorfe deoarece pentru orice z € K avem 22 = (1,1), dar 2-1 # 0.
Mai mult, orice grup cu 4 elemente este izomorf cu Z, sau cu K (vezi ex.
49). Deci sunt doua tipuri de grupuri cu 4 elemente. Vom arata ca daca p
este numar prim, atunci exista doar un tip de grup cu p elemente si anume
Z, (vezi corolarul 46).

3.3 Subgrupuri

Fie G un grup. O submultime nevida H a lui G se numeste subgrup , si notam
H < G, daca H este o parte stabila a lui GG inchisa la luarea inversului, adica
pentru orice z,y € H rezultd xy € H si x=' € H. Rezultd atunci cd H
este grup fata de operatia indusa. Intr-adevir, asociativitatea se transmite
imediat la H, 1 € H deoarece, daca y € H, atunci y' € H si 1 = yy !, si
orice element din H este inversabil. Printre subgrupurile lui G se gasesc {1}
numit subgrupul trivial i G numit subgrupul impropriu.

Teorema 24 Fie G un grup. O submulfime nevida H a lui G este subgrup
dacd si numai dacd xy~' € H pentru orice x,y € H

Demonstratie. Implicatia directa este imediata: daca z,y € H, atunci
y~' € H sideci zy~' € H. Reciproc, sa presupunem ca xy ' € H pentru
orice z,y € H. Cum H este nevida, exista 2 € H sirezultd ca 1l = zz7' € H.
Fieacum z,y € H. Deducem ciy ! =1-y~' € H,decizy = z(y~ ') € H.o



3.3. SUBGRUPURI 41

Daca G este un grup, atunci Z(G) := {a € G| ax = za pentru orice = €
G} este un subgrup al lui G numit centrul lui G. Intr-adevir, fie a,b € Z(G)
si x € G. Atunci axz = za si bz = zb, deci abx = axb = xab si a 'z = rat,
asadar ab,a™' € H.

Dacin > 1, U, = {z € C| 2* = 1} este un subgrup al lui C*. Intr-adevér,
daci z,y € U, atunci (xzy= 1" = 2"(y")~! = 1, deci zy~! € U,,.

Pentru fiecare n € N, notam cu nZ multimea multiplilor intregi ai lui n,
adica nZ = {nk| k € Z}.

Teorema 25 Subgrupurile lui (Z,+) sunt submultimile nZ, n € N.

Demonstratie. Faptul ca nZ este un subgrup al lui (Z,+) rezulta din
faptul ca diferenta a doi multipli de n este tot un multiplu de n. Reciproc, fie
H un subgrup al lui (Z,+). Daca H = {0}, atunci H = 0Z. Presupunem ca
H # {0}. Deoarece m € H implica —m € H, rezulta ca in H exista numere
naturale nenule si fie n cel mai mic dintre acestea. Aratam ca H = nZ.
Incluziunea nZ C H rezulta din faptul ca n € H. Reciproc, fie h € H si fie
h=nqg+r, qgr € Z 0<r < nimpartirea lui cu rest a lui A la n. Cum
h,n € H, rezulta ca r = h—nq € H, deci r = 0, altfel se contrazice alegerea
lui n. Deci h=nq € nZ. e

Teorema 26 Fie G un grup. Daca H, K sunt subgrupuri ale lui G, atunci
si HN K este subgrup. Mai general, intersectia unei familii de subgrupuri
este tot un subgrup.

Demonstratie. Daca x,y € H N K, atunci x,y € H si x,y € K, deci
xy~' € HN K. Afirmatia generala se probeaza analog. e

Teorema 27 Fie [ : G — G' un morfism de grupuri.

(a) Daca H este un subgrup al lui G, atunci f(H) este un subgrup al lui
G’ numit imaginea directa a lui H.

(b) Dacda H' este un subgrup al lui G', atunci f~'(H') este un subgrup al
lui G numit pre-imaginea sau imaginea inversa a lui H'.

(c) ker(f) := f~Y(1) este un subgrup al lui G' numit nucleul lui f si f
este injectiv < ker(f) = {1}.

Demonstratie. (a). Fie z,y € H. Atunci f(z)f(y)™* = f(z)f(y~ )
flzy™) € f(H). (b). Fie z,y € f~1(H'). Atunci f(z),f(y) €
flay™) = fl@)f(y™) = f@)f(y)™" € H'. Deci zy™' € f(H'). (C)-
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ker(f) este pre-imaginea subgrupului trivial al lui G’, deci este subgrup al
lui G cf. (b). E clar ca daca f este injectiv atunci ker(f) = {1}. Re-
ciproc, presupunem ca ker(f) = {1} si fie x,y € G cu f(z) = f(y). Atunci
L= f2)f(y)™" = fla)f(y™") = flay™"), adica zy™" € ker(f) = {1}, deci

T=1y. e

De exemplu, nucleul morfismului de grupuri f : Z> — Z, f(z,y) =2 —y
este {(z,z)| x € Z}.

3.4 Subgrupul generat de o multime

Fie G un grup si A o submultime a lui G. Subgrupul lui G generat de A este
prin definitie

< A>={at'ai"---at| ar,....,a, € A,n >0}

altfel zis, multimea tuturor produselor de elemente din A si inverse ale aces-
tora. Facem conventia ca un produs vid sa insemne 1. E clar ca A C< A >.
Se observa ca < ) >= {1} si < G >= G. Daca a € G, atunci < a >=
{a*| k € Z}. Un subgrup de aceastd forma e numit subgrup ciclic. Teorema
25 afirma ca toate subgrupurile lui (Z, +) sunt ciclice.

Teorema 28 Fie G un grup si A o submultime a sa. Atunci < A > este un
subgrup al lui G continut in orice subgrup al lui G care confine pe A (adica,
ACH <G implica < A>C H).

Demonstratie. Din definitia lui < A > rezulta ca < A > este parte
stabila a lui Ggical e< A >. Fiex €< A >. Atunci z = af' ---a$* cu
A1y .yl € A, €1, .6, € {E1}gin > 0. Atunciz™ =a, - a7 €< A >.
Fie H un subgrup al lui G ce contine pe A. Daca xi,...,z, € A, atunci
vteyt - ot € H, din definitia subgrupului. Deci < A >C H. o
Corolarul 29 Fie G un grup si A o submulfime a lui G. Atunci subgrupul
generat de A este intersectia tuturor subgrupurilor lui G care contin pe A,

adica

<A>= (] H.
ACH<G
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Expresia lui < A > din corolarul precedent poarte fi luata drept definitie a
lui < A >.

Corolarul 30 Fie G un grup siax,...,a, € G astfel incat a;a; = aja; pentru
orice i,j (e.g., daca G este abelian). Atunci

<ay,..,a, >= {a--.aM

ki,....k, € Z}.
De exemplu, daca a,b € (Z,+), atunci < a,b >= aZ + bZ.

Corolarul 31 Fie a,b,d, m numere naturale. Atunci
(a) aZ 4+ bVZ = dZ < d = cmmdc(a,b).
(b) aZNbVZ = mZ < m = cmmmc(a,b).

Demonstratie. (a). Conform teoremei, exista d € N astfel incat aZ+0Z =
dZ. Deci a,b € dZ, adica d este divizor comun al lui a si b. Fie f un divizor
comun al lui a gi b. Atunci a,b € fZ, deci dZ = aZ + VZ C f7Z, si rezulta ca
f divide d. Afirmatia (b) se probeaza analog. e

Spunem ca grupul G este generat de submultimea A, sau ca A este un
sistem de generatori pentru G, daca G =< A >. Un grup se zice ciclic daca
este generat de o submultime cu un singur element. De exemplu, Z este ciclic.
Un grup ciclic este abelian. intr—adevér, daca G =< a >, atunci elementele
lui G sunt de forma a* si a*a! = a**! = alat.

Grupul permutarilor S3 este generat de (12) si (13), deoarece (23) =
(12)(13)(12), (123) = (13)(12) si (132) = (12)(13). Cum S5 nu este abelian,
el nu este ciclic. Grupul (Z?,+) este generat de (1,0) si (0,1) deoarece
(a,b) = a(1,0) + b(0,1). Pe de alta parte, el nu este ciclic. Intr-adevir,
dacd Z? =< (c,d) >, atunci existd m, n intregi astfel incat (1,0) = m(c,d)
si (0,1) =n(c,d). Rezulta ca ¢ = d = 0, contradictie.

Un grup G se zice finit generat daca poate fi generat de o submultime
finita a sa. Evident ca un grup finit este finit generat. Grupul (Q,+) nu
este finit generat. Intr-adevir, s presupunem ci Q =< ay /by, ..., ax /by, > cu
a;,b; € Z, b; > 0. Fie n = max(by,...,b). Cum a;/b; €< 1/n! >, rezulta ca
Q =<1/n! >. Dar 1/(n+ 1)! < 1/n! >, deocarece 1/(n+ 1)! = a/n! cu a
intreg implica a = 1/(n + 1), contradictie.
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3.5 Congruente modulo un subgrup

Conform teoremei 25, subgrupurile lui (Z,+) sunt submultimile nZ cu n
numar natural. Daca a,b € Z, atunci a =b(n) < nla—b < a—0benZ.
Aceasta observatie permite extinderea notiunii de congruenta la grupuri
arbitrare. Fie G un grup si H un subgrup al lui G. Pe G definim urmatoarele
relatii: z =, y(H) < 2~ 'y € H numitd congruenta la stinga modulo H si
r=4y(H) & zy~! € H numita congruenta la dreapta modulo H.

Teorema 32 Fie G un grup si H un subgrup al lui G. Atunci cele douad
congruente modulo H sunt relatii de echivalenta pe G. Clasele de echivalenta
ale congruentei la stanga sunt submultimile lui G de forma xH = {xh| h €
H} cu x € G, numite clase la stanga modulo H. Clasele de echivalentad ale
congruentei la dreapta sunt submulfimile lui G de forma Hx = {hx| h € H}
cu x € G, numite clase la dreapta modulo H.

Demonstratie. Demonstram afirmatiile doar pentru congruenta la stanga
modulo H, cele pentru congruenta la dreapta probandu-se analog. Fie x,y, z €
G. Avem r =, x(H) deoarece 'z = 1 € H. Daca x =, y(H), atunci
vy € H, deci y~'x = (z7'y)"! € H, adicd y =, z(H). Presupunem
ca v =, y(H) siy =5 2(H). Rezultd ca 27 'y € H si y'2 € H. Deci
vz = (x7ly)(y'2) € H, adica x =, 2(H). Am verificat agadar cd =, (H)
este reflexiva, simetrica si tranzitiva. Clasa de echivalenta a lui x consta din
toate elementele y cu x =, y(H). Darx =, y(H) & 2 'y e H<& yczH. o

Vom nota cu (G/H)s (resp. (G/H);) multimea claselor la stanga (resp.
la dreapta) modulo H. Cele doua relatii de congruenta coincid daca i numai
daca au aceleasi clase de echivalenta, adica, daca si numai daca *tH = Hx
pentru orice xz € G. In acest caz se spune ca H este un subgrup normal al lui
G. Este clar ca toate subgrupurile unui grup abelian sunt normale. Cand H
este subgrup normal, multimea (G/H)s; = (G/H )4 se noteaza mai simplu cu
G/H.

Teorema 33 Fie G un grup si H un subgrup al lui sau. Atunci multimile
(G/H)s si (G/H)q sunt echipotente. Cardinalul comun al celor doua multimi
se numeste indicele lui H in G §i se noteaza cu [G : HJ.

Demonstratie. Fie f : G — G, f(x) = 27!, E clar c& ff = Ig, deci
f este bijectie. Daci h € H si a € G, rezultd ca f(ah) = h~'a™'. Deci
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f(aH) = Ha ! pentru orice a € G. Cum (G/H), si (G/H )y sunt partitii ale
lui G, rezultd cd aplicatia aH — Ha™' : (G/H)s — (G/H)q este bijectiva. e

In S5 considerim subgrupul H = {I,(12)}. Clasele la stanga modulo H
sunt 1- H = H, (13)H = {(13), (123)} si (23)H = {(23),(132)} in timp
ce clasele la dreapta modulo H sunt H -1 = H, H(13) = {(13),(132)} si
H(23) ={(23),(123)}. Deci [S; : H] = 3 si cele doua congruente modulo H
sunt diferite, adica H nu este subgrup normal al lui Ss.

Fie n > 1. Cum clasele de congruentd modulo n sunt {0, ...,nf—\l},
deducem ca [Z : nZ] = n.

Pe de altd parte [Q : Z] = oo. Intr-adevir, daci Q/Z = {z1+ Z, ..., xn +
Z}, atunci Q =< xy, ..., x,, 1 >, contradictie.

Teorema 34 (Teorema lui Lagrange). Fie G un grup finit st H un subgrup
al lui sau. Atunci

|G| = [H|G : H].
In particular, |H| divide |G).

Demonstratie. Fie C,...,Cy clasele la stanga modulo H. Conform defini-
tiei, s = [G : H|. Fie a € G. Aplicatia x — ax : H — aH este o bijectie cu
inversa y — a 'y. Deci |C;| = |H| pentru i = 1,...,s. Cum C4,...,Cs este o
partitie a lui G, rezulta

|G|:i|0i|:i|H|:|H|[G:H]. .

1=1

3.6 Ordinul unui element intr-un grup
Fie G un grup si  un element al lui G. Ordinul lui = se defineste prin

ord(z) = 00 daca x" # 1 pentru orice n > 1
| min{n € N*| 2™ =1} dacd exista n>1cua”=1.
E clar ¢ 1 are ordinul 1. In grupul multiplicativ {+£1, +i}, avem
ord(i) = 4 deoarece i # 1, i = —1, i = —i i i = 1. De asemenea,
orice element nenul al grupului (Z, +) are ordinul infinit.
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Teorema 35 Fie G un grup si x un element al lui G de ordin finit = n.
Dacd k € Z, atunci 2* =1 dacd si numai dacd n divide k.

Demonstratie. Daca n divide k, atunci k = ng cu ¢ € Z, deci 2 =
(z™)9 = 1, deoarece 2" = 1. Reciproc, presupunem ci z* = 1. Fie k = nq+r,
q,r €Z,0 <r < nimpartirea cu rest a lui k la n. Atunci 1 = 2% = ™" =
(x™)92" = 2", deci r = 0, cf. definitiei ordinului.

In grupul (C*,-), elementele de ordin finit sunt radacinile unitatii, adica
radacinile ecuatiilor de forma 2" = 1, n > 1. Pentru n fixat, ele se pot
reprezenta sub forma trigonometrica

O = cos(2km/n) +isin(2kn/n), 0<k<n-—1.

Se vede ca ord(0;) = n. Mai general, ord(0y) = n/(k,n), unde d = (k, n) este
cmmdc al lui k i n. Intr-adevar, 65 =1 < 05 =1 < n | sk & n/d | sk/d
< n/d| s, deoarece (n/d, k/d) = 1.

Teorema 36 Fie G un grup si x un element al lui G. Atunci ordinul lui x
este egal cu ordinul subgrupului generat de x.

Demonstratie. Presupunem ca ord(x) = co. Atunci pentru orice numere
intregi h < k, rezulta % # z”, altfel 2" = 1. Deci subgrupul < = >=
{z"*| k € Z} este infinit.

Presupunem acum ca ord(z) = n < co. Fie k € Z si fie k = ng + r,
qg,r € Z,0 < r < n impartirea cu rest a lui k la n. Atunci 2% = ™" =
(x™)92" = 2. Deci < z >= {1, 2,...,2"'}. Mai mult, aceste elemente sunt
distincte deoarece din z* =+ P cu0< h<k<n-—1,rezulta 2" =1 cu
1 <k —h<n-—1, contradictie, deoarece ord(z) =n.

Corolarul 37 Fie G un grup finit cu n elemente si x € G. Atunci ord(z)
divide n si " = 1.

Demonstratie. ord(x) = | < x > | divide G, cf. teoremei lui Lagrange. o

Reamintim ca indicatorul lui Euler este functia ¢ : N* — N* ¢(n) =
numarul intregilor 1 < k < n primi cu n (vezi ex. 15). De exemplu, ¢(12) =
{1,5,7,11}| = 4. p(n) este egal cu ordinul grupului multiplicativ U(Z,)
{b€Z,| (byn) =1}. Aplicand corolarul precedent se obtine
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Corolarul 38 (Teorema lui Euler). Fie a,n > 1 numere naturale relativ
prime. Atunci

a?™ =1 (mod n).
In cazul cand n este numér prim se obtine

Corolarul 39 (Mica teorema a lui Fermat). Fie p un numdr prim $i a un
numar natural nedivizibil cu p. Atunci

a’~' =1 (mod p).

3.7 Subgrupuri normale

Fie G un grup si H un subgrup al lui G. Reamintim ca H se numeste subgrup
normal al lui G daca xH = Hx pentru orice x € G.

Teorema 40 Fie G un grup si H un subgrup al lui sau. Atunci H este un
subgrup normal al lui G dacd si numai dacd xha=' € H pentru orice x € G
sih € H (adicd, tHx™' C H pentru orice v € G).

Demonstratie. =. Fie x € H. Cum H este normal, rezulta ca xtH = Huz,
deci tHa=! C H. «. Fie x € H. Din ipoteza, rezulta ca vHz~! C H, deci
xH C Hx. Refacand rationamentul pentru !, se obtine Hx C xH, deci
xH=Hzx. o

H = {I,(12)} nu este subgrup normal al lui S deoarece (13)(12)(13)~! =
(23). K = {I,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} este subgrup normal al lui Sy
deoarece oac™' € K pentru orice o € S;, de exemplu o(12)(34)0~! =
(0(1)o(2))(0(3)0(4)) € K.

Alte exemple de subgrupuri normale sunt date de rezultatul urmator.

Teorema 41 Fie G un grup. (a) Daca f : G — G’ este un morfism de
grupuri, atunci ker(f) este un subgrup normal al lui G.

(b) Orice subgrup al lui Z(G) este un subgrup normal al lui G.

(¢) Orice subgrup de indice 2 este normal.
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Demonstratie. (a). Fie x € G siy € ker(f). Atunci f(zyx™') =

F@)f(y)f(x)™" = fla)f(z)7" =1, deci zya™" € ker(f).

(b). Fie H un subgrup al lui Z(G), v € H si y € ker(f). Atunci
ryr ' =zaxly=y € H.

(c). Fie H un subgrup de indice 2 al lui G. Cum [G : H] = 2, atat clasele

la stanga modulo H cét i cele la dreapta sunt H i G\ H. o

3.8 Grupul factor

Fie G un grup si H un subgrup normal al lui G. Daca x € G, notam
T =xH = Hx clasa lui  modulo H. Notam G/H = {Z| v € G}. Pe G/H
introducem operatia definita prin zy = Ty pentru orice z,y € G.

Operatia este bine-definita, adica nu depinde de reprezentantii claselor.
Intr-adevir, fie o',y € G cu & = ¢/ si § = y. Atunci h = 272/ i
y~ apar’gm lui H Cum y'H = Hy', exista b’ € H cu hy’ = y'h’. Deci
(:cy) Yay) =y a2y =y~ thy = y~'y'h' € H. Rezulta cd 7y = 2y’
Teorema 42 Fie G un grup si H un subgrup normal al lui G. Atunci in
raport cu operatia definita anterior G/H este grup numit grupul factor G
modulo H. In plus, surjectia canonica © : G — G/H este morfism de

GrupuTs.

Demonstratie. Faptul ca G / H este grup rezulta din egalitatile Fie z,y, z €
G. Atunci (27)z = TYz = Tyz = TYz = :p(yz) proband astfel asociativi-
tatea. De asemenea, a:l = 21 = 7 = 17, deci 1 este element neutru. Apoli,
Zr'=z2 ! =1 =212, deci orice element al lui G /H este inversabil. In

fine, m(x)7(y) = 2y = 1y = n(xy). o

Fien > 1. Grupul factor Z /nZ este chiar grupul Z,, definit dupa teorema
17. In S5, A3 = {1, (123), (132)} este un subgrup de indice 2, deci normal cf.

S — —2
teoremei 41. Avem S3/A; = {I,(12)} cu (12) = 1.
Teorema 43 (Teorema fundamentala de izomorfism.) Fie v : G — H un

morfism de grupuri. Atunci grupul factor G/ker(u) este izomorf cu Im(u).
Mai precis, avem izomorfismul de grupuri

u: G/ker(u) = Im(u), u(z)=u(x), z€dqG.
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Demonstratie. Verificam mai intai buna definire a lui u. Fie x,y € G cu
T = ¢. Atunci exista k € ker(u) astfel incat © = ky. Rezultd ca u(x) =
u(ky) = w(k)u(y) = u(y). Deci functia u este bine-definita. Evident, u este
surjectiva. Fie y, z € G. Atunci

u(yz) = u(yz) = u(yz) = u(y)u(z) = u(m)u(z)
deci @ este morfism de grupuri. In fine, din Z € ker(a), rezultd 1 = @(z) =
u(zx), deci x € ker(u), adica T = 1. Deci u este morfism injectiv, cf. teoremei
27. o

Morfismul de grupuri f : (R, +) — (C*,-), f(z) = cos(2wz) + i sin(27x),
are imaginea U = {z € C| |z| = 1} (cercul unitate) si nucleul ker(f) = Z,
deci R/Z este izomorf cu U, cf. teoremei fundamentale de izomorfism.

3.9 Grupuri ciclice

Teorema 44 (Teorema de structura a grupurilor ciclice.) Orice grup ciclic
infinit este izomorf cu Z si orice grup ciclic cu n elemente este izomorf cu
Z,.

Demonstratie. Fie G =< a > un grup ciclic. Consideram morfismul
surjectiv de grupuri f : Z — G, f(k) = a*. Daci G este infinit, rezultd ca f
este izomorfism. Presupunem acum ca G are n elemente. Din teoremele 35 si
36 rezulta ca ker(f) = nZ, deci G este izomorf cu Z/nZ = Z,, cf. teoremei
fundamentale de izomorfism. e

Corolarul 45 Orice subgrup sau grup factor al unui grup ciclic este de
asemenea grup ciclic.

Demonstratie. E clar ca un grup factor al unui grup ciclic este ciclic
(daca G este generat de a, atunci G/H este generat de a). Conform teoremei
anterioare, este suficient sa demonstram afirmatia referitoare la subgrupuri
pentru grupurile Z si Z,. In cazul Z se aplica teorema 25. Consideram
cazul Z,,. Fie 7 : Z — Z, morfismul canonic. Fie H este un subgrup al lui
Z,. Atunci 7~ '(H) este un subgrup al lui Z care-1 contine pe ker(n) = nZ,
deci 77 Y(H) = kZ cu k divizor al lui n. Cum 7 este surjectie, avem H =
7(n~1(H)) = subgrupul generat de k. o
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Corolarul 46 Fie p un numar prim. Atunci orice grup finit de ordin p este
ciclic, deci izomorf cu Z,.

Demonstratie. Fie G un grup de ordin p, fie x € G\ {1} st H =< = >.
Atunci |H| > 1 si se divide cu p, deci G =< = >. Se aplica teorema 44.

3.10 Grupul permutarilor 5,

Fie A o multime nevida. Reamintim ca S, este grupul permutarilor multimii
A, grup fata de compunerea permutarilor. Daca A si B sunt doua multimi
echipotente, atunci grupurile S si Sp sunt izomorfe, cf. exercitiului 53.

In particular, grupul permutarilor unei multimi finite cu n elemente este
izomorf cu grupul permutarilor multimii {1,2,...,n}, grup pe care il notam
cu Sy, gi-l numim grupul permutarilor de grad n. Conform exercitiului 12 (b),
S, are n! elemente.

Fie n > 1 si ay, ..., a; numere distincte intre 1 si n. Reamintim ca ciclul
(ay, ..., ax) este permutarea din S,, definita prin a; — ag +— -+ +— a, — a; si
x +— x pentru x # a;. Numarul k£ se numeste lungimea ciclului. Ciclurile de
lungime 1 se numesc cicluri triviale iar cele de lungime 2 transpozitii.

Grupul 5, este abelian daca si numai daca n < 2, deoarece Sy i Sy sunt
grupuri abeliene, iar daca n > 3, atunci (12)(13) = (132) # (123) = (13)(12).

Teorema 47 (Cayley.) Orice grup cun elemente este izomorf cu un subgrup
al grupulut permutarilor S,,.

Demonstratie. Fie G un grup cu n elemente. Deoarece S,, este izomorf
cu Sg, este suficient sa aratam ca G este izomorf cu un subgrup al grupului
permutdrilor Sg. Pentru fiecare ¢ € G, consideram aplicatia t, : G — G,
ty(x) = gz. Daci g, h,x € G, atunci (t,t,)(z) = ghx = tg,(x). In particular,
t, este bijectie deoarece tyt,~1 = I. Aplicatia T': G — Sg, T(g) = t4, este
un morfism injectiv de grupuri. Intr-adevar, T(¢)T(h) = t,ty = tgn = T(gh)
si ker(T) = {g| t, = I} = {1}. Deci G este izomorf cu subgrupul Im(7T’) al
lui Si;. @

Morfismul injectiv T se numeste scufundarea Cayley a lui G in Sg. Pen-
tru grupul lui Klein K = {1,a,b,c} scufundarea Cayley este T'(1) = I,

= (03t )ro=(g e re-(L )
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Spunem ca doua permutari o §i S sunt disjuncte daca pentru orice ¢ €
{1,...,n} rezulta (i) = i sau (i) = i. In particular, ciclurile (ay, ..., ax),
(b1, ..., b;) sunt disjuncte < {aq,...,ax} N {b1,..., b} = 0.

Lema 48 Fie o, 8 € S,, permutari disjuncte. Atunci
(1) o = B
(2) Daca aff =1, atunci o= = 1.
(3) af, 8" sunt disjuncte pentru orice s,t > 1.
(4) Daca (af)P =1, atunci o? = P = 1.

Demonstratie. (1), (2). Putem presupune ca o, 8 # I. Fiei € {1,...,n}.
Daca «(i) = B(i) = i, atunci (af)(i) = i = (Ba)(i). Presupunem ca j =
a(i) # i. Cum « este injectie, rezulta ca a(j) # j. Deoarece «, [ sunt
permutari disjuncte, f(i) =i si 5(j) = 7. Deci (af)(i) = a(i) = j = B(j) =
(Ba)(i). Rezulta si ca aff # 1. Cazul (i) # i se trateaza analog. (3). Daca
a®(i) # 1, atunci a(i) # i, deci 5(i) =i si (i) = 4. (4) rezulta din punctele
anterioare. e

Teorema 49 Orice permutare o € S, se scrie ca produs de cicluri disjuncte,
scrierea fiind unica panda la ordinea ciclurilor.

Demonstratie. Fie o € S,,. Pe multimea {1, ...,n} consideram relatia de
echivalentd = ~ y daca existd k intreg cu o*(z) = y. Clasele de echivalenta
{a11, .., a1g, }, {ao1, ..y aop, by ooy {as1, ..., as, }, numite si orbitele lui o, for-
meaza o partitie a multimii {1,...,n}. Daca x € {1,...,n} si k este cel mai mic
intreg > 1 astfel incat o*(x) = x, atunci orbita lui x este {z, o (x), ..., " ()}
(elemente distincte, altfel se contrazice minimalitatea lui k).

Rezulta ca, schimband eventual notatia in interiorul fiecarei orbite, putem
presupune ci a; = 0% (a;y,) si a;; = o(a;;_1) pentru 2 < j < k;sil1 <i<s.
Rezulta ca o = (a1, ..., 1, )« * (As1y vy Ak, )-

Probam acum unicitatea. Fie o = (by1,...,b1p,) - (bi, ..., byp,) 0 altd
scriere a lui o ca produs cicluri disjuncte. Rezulta ca {bi1, ..., bip, },.., {bs1, .-,
b, } sunt orbitele lui o, deci s = ¢t. Conform lemei precedente ciclurile dis-
juncte comuta, deci putem presupune ca {ayi, ..., a1k, } = {b11s-. b1p, }ieeos
{ast, s ask,} = {bs1, .., bsp, } 1 €& a1; = byy,...,as1 = bs1. Rezulta atunci ca
(CLH, ceey a1k1> = (bn, ceey b1p1)7"‘7 ((151, ceey asks) = (bsh ceey bsps). [ J
3 4
2 1

6 7
3 5

oo ©

2 5 8
6 9 7

-

De exemplu, ( ) = (14)(263)(5987).
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Teorema 50 Ordinul unei permutari o € S, este cel mai mic multiplu co-
mun al lungimii ciclurilor componente.

Demonstratie. Daca o este un ciclu de lungime k, 0 = (ay,...,a),
atunci o® # I pentru p < k, deoarece o%(a;) = a1, si o = I, deci
ordinul lui ¢ este k. Fie acum o = (ay1,...,a1%,) - - - (@s1, ..., ask,) produs
de cicluri disjuncte. Fie p > 1. Cum ciclurile disjuncte comuta, avem
of = (ayy, ..., a1k, )" - - (a1, ..oy as, )P. Conform lemei 48, o = I daca si
numai daca (aiq, ..., a1, )F = -+ = (as1, ..., ask, )’ = I, deoarece permutarile
(@11, ooy @1y )Py (st ooy agr, )P sunt disjuncte. Rezulta ca o = I daca si nu-
mai daca p se divide cu ky,...,k;. Deci ordinul lui o este cel mai mic multiplu
comun al numerelor kq,....ks. ®

De exemplu, ordinul permutarii (14)(263)(5987) este (2,3, 4] = 12.

Teorema 51 Orice permutare o € S, se scrie ca produs de transpozifii,
altfel spus, grupul S, este generat de mulfimea transpozitiilor.

Demonstratie. Conform teoremei 49, este suficient sa observam ca ci-
clurile se scriu ca produs de transpozitii, de exemplu, (aq, as, ..., ax) = (a1, as)
(ag,as) - (ar—1,ax) = (ay,ar)(ay, ar—1) - - - (a1, a3)(as, az). ®

Fie 0 € 5,,, unde n > 2. Definim signatura lui o prin

sgn(a) _ H U(.]) _O-<Z.>‘

1<i<j<n  J T

(3.1)

O pereche (i,7), 1 <i < j<ncuo(i) > o(j) se numeste inversiune a lui o.
Fie Inv(o) numarul inversiunilor lui o.

Teorema 52 Dacd o € Sy, n > 2, atunci sqgn(o) = (—1)"() ¢ {£1}.
Demonstratie. Cum o este bijectie, avem

I (e()=o@) =1 I |o@)—o@)|= (=)™ [[ G-

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Deci
sgn(a) _ H o(j) —o(i) _ H1§z’<j§n(0<]) - U(l))

1<i<j<n j —1 H1§i<j§n<j - Z)

_ (_1)Im)(a)'
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Permutarile cu signatura 1 se numesc permutar: pare iar cele cu signatura
—1 se numesc permutart impare. De exemplu, permutarea identica este para
deoarece nu are inversiuni, in timp ce transpozitia (12) este impara deoarece
are o singura inversiune si anume (1, 2).

Fie A, multimea permutarilor pare din .S,,.

Teorema 53 Fie n > 2. Aplicatia sgn : S, — {1} este un morfism
surjectiv de grupuri. In particular, A, este un subgrup normal al lui S,,

numit subgrupul altern de grad n, si S, /A, este izomorf cu {£1}, deci
|A,| =n!/2.

Demonstratie. Fie o,7 € S,,. Avem

oT — (o7)(2 7(j) —7(1
sgn(oT) = 1<g<n ( T)Ej; — (T(z'))< ) 1<g<n (‘7; — @) _ sgn(o)sgn()
deoarece o(r(7) — o(r(i)
19‘1}91 TJJ) — 7(i) = sgn(@).
Deci o este un morfism surjectiv de grupuri, deoarece o(12) = —1. Aplicand

teorema fundamentala de izomorfism obtinem S,/A, ~ {£1}, deci n! =

|Sn| = ‘An||5n/An| = 2|An’- o

Asadar, produsul a doua permutari de aceeasi paritate este o permutare
para iar produsul a doua permutari de paritati diferite este o permutare
impara.

Transpozitiile sunt permutari impare, deoarece pentru 1 <1 < 57 < n
putem scrie (i7) = (14)(27)(12)(27)(17) si aplicand sgn avem sgn(ij) =
(sgn(1i))*(sgn(27))?sgn(12) = —1.

Un ciclu de lungime k, (ay,as,...,a;) are signatura (—1)F~1, deoarece
(a1, a9, ...,a) = (a1, a2)(ag, az) - -+ (ax_1, ax).

3.11 Ecuatia claselor

Fie G un grup si x,y € G. Spunem ca z,y sunt conjugate (notatie x ~ y),
daca exista a € G astfel incat x = aya~'. Relatia de conjugare este o relatie
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de echivalenta. Intr-adevir, fie z,y,z,a,b € G. Atunci ¢ = 1-2-171,
r = aya~! implicd y = a 'y(a™)7!, si = aya™! i y = bzb! implica
x = abz(ab)™t.

Clasele de echivalenta se numesc clasele de conjugare ale lui G. Clasa de
conjugare a [x] lui z este {aza™!| a € G}. O clasa de conjugare [z] consta
dintr-un singur element (numindu-se in acest caz triviala) daca si numai daca
x = axa™' pentru orice a € G, adica x € Z(G).

Fie G un grup finit si x € G. E usor de vazut ca C(z) := {a € G| ax =
za} este un subgrup al lui G numit centralizatorul lui z. Doua elemente
ara~! gi bxb~! ale lui [z] sunt egale < b~ lax = xb 'a & b la € C(x) & a,b
sunt congruente la stanga modulo C'(z). Deci clasa de conjugare [z]| a lui
are exact [G : C(x)] elemente.

Cum clasele de conjugare constituie o partitie a lui G, rezulta ca am
demonstrat

Teorema 54 (Ecuatia claselor de elemente conjugate). Fie G un grup finit
st fie x1,...,x, un sistem de reprezentanti pentru clasele de conjugare netriv-
ale. Atunci

Gl =[Z(G)|+ G : Clan)] + - [G: Clan)].

Teorema 55 (Teorema lui Cauchy). Fie G un grup finit si p un numdr
prim diwizor al ordinului lui G. Atunci G contine un element de ordin p.

Demonstratie. Facem inductie dupa |G|. Daca |G| = p, atunci orice
element z € G\ {1} are ordinul p, cf. teoremei 36. Analizim mai intéai cazul
cand G este abelian. Fie x € G\ {1} si fie H =< x >. Daca ordinul n al
lui z se divide cu p, atunci ™7 este un element de ordin p. Presupunem c&
n nu se divide cu p, deci exista a,b intregi cu na + pb = 1. Din teoremei
lui Lagrange, ordinul grupului factor G/H se divide cu p si |G/H| < |G].
Conform inductiei, exista un element y € G/H de ordinul p. Fie z = y™*.
Dacd z = 1, atunci §"® = 1, deci p = ordinul lui § divide na, contradictie;
deci z # 1. Pe de alta parte 2P = (y?)"* = 1 deoarece y* € H si |H| = n.

Tratam acum cazul general. Daca p divide |Z(G)|, atunci problema se
reduce la cazul anterior, deoarece Z(() este grup abelian. Presupunem ca
p nu divide |Z(G)|. Din ecuatia claselor grupului G, rezulta ca exista a €
G\ Z(G) astfel incat p nu divide [G : C(a)]. Din teoremei lui Lagrange
rezultd c& p divide |C(a)|. In plus, |C(a)| < |G|, deoarece a ¢ Z(G). Se
aplica inductia.



3.12. EXERCITII 55
3.12 Exercitii

46. Aratati cd un grup G in care z2 = 1 pentru orice x € G este abelian.
47. intocmigi tabla grupului lui Klein Zs X Zs.

48. Intocmiti tabla grupului permutirilor S; in functie de a = (123) si
b= (12).

49. Aratati ca un grup cu 4 elemente este izomorf cu Z4 sau cu grupul lui
Klein Zy x Zy. (Indicatie: folositi teorema lui Lagrange).

50. Fie G un grup si a, b € G elemente de ordin finit m resp. n. Presupunem
ca ab = ba si ca (m,n) = 1. Aratati ca ab are ordinul mn.

51. Aratati ca un grup cu 6 elemente este izomorf cu Zg sau cu Ss. (Indicatie:
folositi teorema lui Cauchy).

52. Aritati ca un grup cu 8 elemente este izomorf cu Zg, Zo x Zy, Z3, D,
(grupul diedral) sau @ (grupul cuaternionilor).

53. Aratati ca daca A gi B sunt doua multimi echipotente, atunci grupurile
de permutari S4 si Sg sunt izomorfe.

54. Pe multimea (—1,1) consideram operatia x xy = (x + y)/(1 + zy).
Aratati ca ((—1,1),*) este un grup izomorf cu ((0, 00), -).

55. Fie G semigrupul cu tabla de inmultire

O HQ ||| x| X
QOO | AR [~

SN[ O | UQ (R[] D

[CEESHNSRASN Bl NS Roll Ke 2l Rl
QQ [—w|d ||~
oo Q| 0| e |

Q|| |||+
Q[ |xnjo|Q |+~
||l |Rlo| |2
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(a) Aratati ca G este grup neabelian generat de {a, d}.
(b) Determinati clasele de conjugare si centrul lui G.

(¢) Determinati ordinul elementelor lui G.

(d) Determinati subgrupurile (normale) ale lui G.

(e) Aratati ca G/ < b > este izomorf cu grupul lui Klein.

56. Aratati ca grupul G din exercitiul anterior este izomorf cu grupul diedral
Dy.

57. Aratati ca grupul diedral D3 este izomorf cu Ss.
58. Aratati ca grupul diedral D;5 nu este izomorf cu Sy.

59. Fie @ grupul de ordinul 8, @ = {+1, +i, +j, £k}, cu inmultirea definita
prinij =k, ji = —k, jk =i, kj = —i,ki=j,itk=—jsii® ==k = —1.
Determinati subgrupurile lui @) si aratati ca toate sunt subgrupuri normale.
Q@ este numit grupul cuaternionilor.

60. Pe multimea G = Z x {£1} consideram operatia (z,a)(y,b) = (x +
ay,ab). Aratati ca (G,-) este grup. Gasiti doua elemente de ordin finit
u,v € G cu uv de ordin infinit.

61. Aratati ca singurul morfism de grupuri (Q, +) — (Z, +) este cel nul.

62. Aratati ca grupurile (Z,+), (Q,+) si (Q*,-) sunt doua cate doua nei-
zomorfe.

63. Aratati ca orice subgrup finit generat al grupului (Q, +) este ciclic.

64. Gasiti doua grupuri neizomorfe G si H astfel incat exista morfisme
injective G — H i H — G.

65. Aratati ca G = Z x {£1} este grup fata de operatia (a,b) * (a’, V') =
(a+d,bt). Este G grup ciclic ?

66. Fie (p,,)n sirul numerelor prime. Aratati cd pentru orice subgrup nenul
H al grupului (Q, +), exista ¢ € Q* si un sir (s,), cu elemente din N*U{oo}
astfel incat ¢H este subgrupul generat de multimea {1/p*"| k,, < s,, n > 1}.
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67. Fie p un numar prim si fie Z[1/p] subgrupul lui (Q, +) constand din toate
fractiile cu numitor putere de p. Consideram grupul factor Z,~ = Z[1/p|/Z.
Aratati ca subgrupurile nenule si proprii ale lui Z,~ sunt ciclice de forma

< 17};” >. In plus, Zyo| < 1/p" >0 Zipoo.

68. Aratati ca u : (Z[i],-) — (Z5 X Zs,-), u(a + bi) = (a F2b,a — 2b), este
morfism de monoizi. Calculati u((2 £14)"), n > 1.

69. Consideram grupul factor G = (C*,-)/Q*. (a) Calculati ordinul ele-
mentelor 1+ i si 2+ i.

(b) Arittati c& arctg(1/2) /7 & Q* si cd subgrupul generat de 1+ i 2 + i
nu este ciclic.

(c) Aratati ca G nu este finit generat.

70. Aritati cd orice subgrup al lui (Z2, +) este generat de doud elemente.
71. Dati un exemplu de grup G astfel incat G x G ~ G.

In urmétoarele patru exercitii, Z[[X]] (resp. Z[X]) desemneazi grupul
aditiv al seriilor formale (resp. polinoamelor).

72. Descrieti morfismele de grupuri Z[X| — Z.

73. Fie u : Z[[X]] — Z un morfism de grupuri. Aratati ca existda N cu
u(X™) =0 pentru n > N.

74. Fie u : Z[[X]] — Z un morfism de grupuri care se anuleaza pe Z[X].
Aratati ca u = 0.

75. Pentru fiecare ¢ > 0, fie m; : Z[[X]] — Z morfismul de grupuri definit
prin m;(3,, a, X™) = a;. Aratati ca orice morfism de grupuri u : Z[[X]] — Z
este o combinatie liniara cu coeficienti intregi de morfismele ;.

76. Fie G grupul factor (Q,+)/Z. Aratati ca:
(a) daca a,b € N* sunt prime intre ele, atunci ord(a//\b) =,
(b) orice subgrup finit generat este ciclic finit,
(¢) G nu este finit generat.

77. Determinati morfismele intre grupurile aditive Z,, si Z,.
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78. Aritati ca grupurile factor (R, +)/Z si (R,+)/ < v/2,v/3 > nu sunt
izomorfe.

79. Ardtati ca grupul factor (Z%,+)/ < (2,3) > este ciclic infinit iar grupul
factor (Z%,+)/ < (2,2) > nu este ciclic.

80. Fie G grupul aditiv al girurilor de numere reale si H subgrupul lui G
format din sirurile cu un numar finit de termeni nenuli. Aratati ca G/H nu
este izomorf cu G.

81. Aratati ca automorfismele unui grup formeaza grup fata de compunere
si ca grupul automorfismelor grupului lui Klein este izomorf cu Ss.

82. Fie G un grup si x € GG un element de ordin finit n. Aratati ca pentru
orice k natural, ordinul lui " este n/(n, k).

83. Scrieti subgrupurile lui Z, si calculati grupurile factor ale lui Z,.
84. Aratati ca subgrupurile finite ale lui (C*,-) sunt ciclice.

85. Fie G subgrupul grupului permutarilor lui R generat de T si D, unde
T(x) =z +1si D(z) = 2x. Aratati ca G poseda un subgrup care nu este
finit generat.

86. Aratati ca Sy/H ~ S unde H = {I,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
87. Calculati signatura si ordinul elementelor lui Ss.

88. Determinati morfismele de grupuri S; — {£1,-}.

89. Calculati elementele subgrupului D generat de (1234) si (13) in Sy.

90. Calculati elementele subgrupului H generat de (1234)(5678) si (1537)
(2846) In Sg si aratati ca H este izomorf cu grupul cuaternionilor (vezi ex.
59).

91. Aratati ca S, este generat de (a) transpozitiile (12), (13), ...,(1n), (b)
transpozitiile (12), (23), ...,(n — 1 n), (¢) (12) si (12...n).

92. Aratati ca A, este generat de (a) ciclurile de lungime 3, (b) (123), (234),
w(n—=2n—1n).
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93. Aratati ca Sy este generat de orice transpozitie si un ciclu de lungime 5.
94. Aratati ca A4 nu poseda subgrupuri de indice 2.

95. Aratati cd Ay nu poseda subgrupuri normale diferite de {I} si A5 (un
grup cu aceasta proprietate se numeste grup simplu).

96. Fie ky, ko, ..., k, numere naturale cu 1k; + 2ky + - - - + nk,, = n. Spunem
ca o permutare o € S, are tipul (ki, ks, ..., k,) daca in descompunerea lui
o ca produs de cicluri disjuncte exista k; cicluri de lungime i, 1 < i < n.
Aratati ca doua permutari o, § € S,, sunt conjugate daca si numai daca au
acelagi tip. Numarati permutarile de tip (kq, ko, ..., k).

97. Gasiti un subgrup H al lui Sg izomorf cu S; astfel incat orice permutare
diferita de I din H nu are puncte fixe.

98 Fie semidiscul din planul complex A = {z € C| |z —i| < 1, Re(z) > 0}
sifie B=AUIAU—-AU—1A. Calculati grupul de simetrie al lui B.

99. Fie GG grupul rotatiilor spatiului euclidian care invariaza un tetraedru
regulat. Descrieti elementele lui G gi aratati ca G este izomorf cu Ay.

100. Fie G grupul rotatiilor spatiului euclidian care invariaza un cub. Descrieti
elementele lui G i aratati ca G este izomorf cu 9y.

101. Aratati ca grupul G al rotatiilor spatiului euclidian care invariaza un
dodecaedru regulat are ordinul 60 si este izomorf cu As.

102. Fie G un grup. Aratati ca dacd G/Z(G) este ciclic, atunci G este
abelian (adica |G/Z(G)| = 1). Folosind acest rezultat, aratati ca orice grup
cu p? elemente, p prim, este abelian.
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Capitolul 4

Inele

In acest capitol se introduc notiunile de baza ale teoriei inelelor: inel, corp,
morfism de inele, subinel, ideal, sistem de generatori, caracteristica unui
inel, inel factor. Se prezinta constructia inelelor de matrice, a inelelor de
polinoame si constructia corpului cuaternionilor. Se demonstreaza teoreme
importante referitoare la aceste notiuni si constructii.

4.1 Inel, subinel, ideal

Un inel este un triplet (A, +,-) format dintr-o multime nevidd A si doua
operatii pe A, prima notata cu + numita adunare, a doua notata cu - numita
tnmultire, astfel incat

(1) (A, +) este grup abelian

(2) (A,-) este monoid, si

(3) inmultirea este distributiva fata de adunare, adica a(b+ ¢) = ab+ ac
si (b+ ¢)a = ba + ca pentru orice a, b, c € A.

Elementul neutru al adunarii se noteaza cu 0 si se numeste elementul
nul. Opusul unui element a € A (fatd de adunare) se noteaza cu —a. Ele-
mentul neutru al Inmultirii se noteaza cu 1 si se numeste elementul unitate.
Un element a € A se zice inversabil daca este inversabil fata de inmultire;
inversul sdu se noteaza cu a~'. Mul{imea elementelor inversabile (inca zisd
a unitatilor) lui A se noteaza cu U(A). Inelul {0} se numeste inelul nul. Un
inel se numeste inel comutativ daca inmultirea este comutativa. Un inel nenul
se numesgte corp daca orice element nenul este inversabil. Grupul (A, +) se
numeste grupul aditiv subiacent al lui A. Spunem ca inelul A are divizori ai

61



62 CAPITOLUL 4. INELE

lui zero daca exista x,y # 0 cu xy = 0.

Z, Q, R, C sunt inele comutative fata de operatiile uzuale de adunare si
inmultire, ultimele trei fiind chiar corpuri. E clar ca U(Z) = {£1}.

Z[i] = {a+ bi|] a,b € Z} este un inel comutativ numit inelul intregilor
lui Gauss. U(Z[i]) = {£1,£i}, deoarece daca (a + bi)(c + di) = 1, atunci
1= |(a+bi)(c+di)|]* = (a® + b*)(c? + d?), deci a + bi € {+1, +i}.

Fie R un inel §i m,n > 1. O matrice cu m linii i n coloane (sau matrice
de tip (m,n)) cu elemente din R este un tablou de forma

11 Q12 - Qip
Q21 Q22 -+ A2y
Am1 Am2 - Omnp

unde toate elementele a;; sunt din R. Vom nota matricea precedenta cu
(@ij)1<i<m,1<j<n sau mai simplu cu (a;;). @11, @12, ...,Qmy, Se nUMesc elementele
matricei. Matricea poate fi gandita ca fiind functia (7, 7) — a;; : {1,...,m} x
{1,..,n} — R. Daca m = n, matricea se numeste matrice pdatratica de
ordinul n. Vom nota cu M, ,(R) (resp. M,(R)) multimea matricelor de
tip (m,n) (resp. patratice de ordinul n) cu elemente din R. Doua matrice
A = (a;;) si B = (b;;) sunt egale daca sunt de acelasi tip (m,n) si a;; = by,
pentru 1 < i <m, 1 < j <n. Asadar, A = B daca si numai daca A si B
privite ca functii {1,...,m} x {1,...,n} — R sunt egale.

Pe multimea M,, ,,(R) definim o operatie de adunare indusa de adunarea
din R. Concret, daca A = (a;5) si B = (b;;) sunt din M,, ,(R), atunci A+ B
este prin definitie matricea (a;; + b;;). Se vede imediat ca (M,,,(R),+) este
un grup abelian. intr—adevér, asociativitatea rezulta din egalitatile [(a;;) +
(bl])] + (Cij) = (CLZ‘j + bij + Cij) = (CLU) + [(b”) + (Q’j)], elementul neutru este
matricea cu toate elementele nule numita matricea nula si notata cu 0,,,, iar
opusa matricei A = (a;;) este matricea —A = (—a;;).

Intre anumite matrice se defineste o operatie de inmultire. Fie m,n,p > 1.
Fie A = (a;;) € Myn(R) si B = (bjr) € M,,(R). Produsul AB este prin
definitie matricea C' = (cix) € Myp(R) cu elementele cx = Y7 aijbj.
Asgadar, produsul AB este definit doar daca numarul coloanelor lui A este
egal cu numarul liniilor lui B, iar elementul ¢;;, este suma produselor dintre
elementele liniei ¢ din A cu elementele corespunzatoare de pe coloana k din
B. Din acest motiv, regula de inmultire se mai numeste si “linii pe coloane”.
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inmul’girea matricelor este asociativa, adica daca A = (a;;) € My, . (R),
B = (bjy) € My,(R) si C = (cu) € My4(R), atunci (AB)C = A(BC).

Intr-adevir, fie AB = (dix) i (AB)C = (ey). Atunci dy, = >io1 @by si
eit = Yopey dincrr- Deci ey = Y3 (X5 agbje)cu = iy Xy ijbjncr. Fie
A(BC) = (fq). Un calcul similar arata ca f; = e;. Deci (AB)C = A(BC).

inmul‘girea matricelor este distributiva la stanga fata de adunare, mai
precis, daca A = (a;;) € Mpun(R), B = (bjr) € Mup(R) si C = (cj) €
M, ,(R), atunci A(B + C) = AB 4 AC. Intr-adevir, fie A(B + C) = (dy)
si AB + AC = (e;). Folosind distributivitatea inmultirii fata de adunare in
inelul R, obtinem dy, = 3-7_; a;j(bjr + cji) = 25-; aijbjn + X0y aijcjp = e
pentru 1 < i < m, 1 < k < p. Distributivitatea la dreapta se probeaza
analog.

Fie n > 1. Matricea patratica de ordinul n

1 0 - i 0
0 1 - v 0
In: .
o o0 --- 0 1

se numeste matricea unitate de ordinul n. Daca A = (a;;) € M, ,(R), atunci
Al, = Asi I,,A = A. Intr-adevir, fie Al, = (by). Cum I, = (3;;), unde
d;; este simbolul lui Kronecker, rezulta ca b;, = 2?21 a;j0;; = a;z. Cealalta
egalitate se probeaza similar.

Teorema 56 Fie R un inel nenul sin > 1. Fata de operatiile de adunare si
inmultire ale matricelor, M, (R) este un inel numit inelul matricelor patratice
de ordinul n cu elemente din R. Dacd n > 2, inelul M,(R) este necomutativ
st are diwvizori ai lui zero.

Demonstratie. Faptul ca M,(R) este un inel rezultd din proprietatile
demonstrate anterior. Egalitatile

Loo) ()= (o0) (6o)lo0)-(50)

arata ca inelul My(R) este necomutativ si are divizori ai lui zero. Cazuln > 3
se probeaza analog. e
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Unitatile inelului M, (R) se numesc matrice inversabile. Conform teore-
mei 17, ele formeaza grup fata de inmultirea matricelor. Acest grup este
notat cu GL,(R) si este numit grupul general liniar de ordin n peste R.

Date doua inele B, C, produsul cartezian B x C' impreuna cu operatiile
de adunare gi inmultire definite pe componente (adica, (by,c1) + (b, c2) =
(b1 + ba,c1 + ¢2), (b1,c1)(b2,c2) = (b1be, c102)) este un inel numit produsul
direct al inelelor B gi C'. Constructia produsului direct de inele se poate
generaliza usor pentru familii arbitrare de inele. De exemplu, ZN este inelul
sirurilor de numere intregi.

Teorema 57 (Reguli de calcul intr-un inel.) Fie A un inel.
(1) a0 = 0a = 0 pentru orice a € A.
(2) a(=b) = (—a)b = —ab pentru orice a,b € A.
(3) Dacan > 1 giay,...,ar € A astfel incat a;a; = a;ja; pentru orice i, 7,
atunci
n!

(@ +-+a)' = >  ——————aldy?---ap”
ol -l

Demonstratie. (1) Din 0+ 0 = 0 se obtine a0 + a0 = a0, deci, adunand
—a0, rezultd a0 = 0. (2) ab+ a(—b) = a(b—b) = a0 = 0, deci a(—b) = —ab.
(3) Tinem seama de distributivitate si de comutativitatea elementelor a;.
Evaluam produsul (a; + -+ + ag)" desfacand cele n paranteze si grupand
monoamele asemenea. Fie ny,...,ny > 0 cuny + --- 4+ ngy = n. Pentru
a obtine monomul aj'aj?---a;* ludm a; din n; paranteze, si acest lucru
se poate face in C)' moduri, luam as din ny paranteze, in C;?,, moduri,

s.a.m.d. Deci monomul ai*a3? - - - ap* apare de ¢ ori, unde

n!

_ mni n .. Nk =
t= Cn On—nl Cnfn1*n2*---*nk71 n1|n2| ... nkl )

Pentru k£ = 2 se obtine formula binomului lui Newton. e

Fie A un inel. Un element a € A se numeste divizor al lui zero daca exista
x € A, x # 0, astfel incat ax = 0 sau za = 0. In orice inel nenul, 0 este
divizor al lui zero. Un element inversabil nu este divizor al lui zero, deoarece
ab=1si xa = 0 implica 0 = zab = x.
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Un inel in care zero este singurul divizor al lui zero (adica in care ab =0
implica a = 0 sau b = 0) se numeste inel integru. Un inel nenul comutativ
integru se numeste domeniu (de integritate). Corpurile sunt inele integre. Z
si Z[i] sunt domenii; Z x Z nu este integru deoarece (1,0)(0,1) = (0,0).

Teorema 58 Intr-un inel finit orice element este inversabil sau divizor al
lui zero.

Demonstratie. Fie a un non-divizor al lui zero al inelului finit A. Atunci
aplicatia f : A — A, f(z) = ax este injectiva, deci surjectiva, deoarece A
este finit. Deci exista b € A cu ab = 1. Analog, exista ¢ € A cu ca = 1.
Rezulta c =cab=10. o

Daca n > 2, atunci Z,, este inel comutativ fata de operatiile de adunare
si inmultire deii\nite dupa teorema 17. intr—adevér, daca a,b, € Z, atunci
a(b+¢) = a(b+c) = ab+ac = ab + aé. Ii vom spune simplu inelul Z,.
Notam cu Z(Z,) multimea divizorilor lui zero din Z,,.

Corolarul 59 U(Z,) ={Z|z € Z, (x,n) =1}, Z(Z,) = {Z| v € Z, (z,n) #
1} si Z,, este corp < n este numar prim.

Demonstratie. Primele doua egalitati rezulta din teoremele 18 si 58. In
consecinta, Z, este corp < U(Zy,,-) = Z, \ {0} < numerele neprime cu n se
divid cu n < n este numar prim. e

Fie A un inel. O submultime nevida B a lui A se numeste subinel al lui
A daca

(1) B este subgrup al grupului aditiv al lui A, adica © — y € B pentru
orice =,y € B,

(17) B este parte stabila a lui A in raport cu inmultirea, adica zy € B
pentru orice x,y € B, si

(131) 1 € B.
Daca B este subinel al lui A, atunci B este inel fata de operatiile de adunare
si inmultire induse de pe A. De exemplu, multimea Z a fractiilor a/b cu
a,b numere intregi si b impar este un subinel al lui Q.
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Fie A un inel. O submultime nevida I a lui A se numeste ideal stang
(resp. ideal drept) daca

(1) x — y € I pentru orice x,y € I, si

(17) ax € I (resp. za € I) pentru orice z € I gi a € A.
Un ideal stang si drept se numeste ideal bilateral. {0} si A sunt ideale bilat-
erale numite idealul trivial respectiv idealul impropriu.

Daca un ideal stang sau drept [ contine un element inversabil z, atunci
I = A, deoarece, daci a € A, atunci a = zz7'a € I.

Teorema 60 Un inel nenul A este corp dacda si numai dacd idealele sale
stangi (resp. drepte) sunt {0} si A.

Demonstratie. Daca A este corp, atunci orice ideal I nenul contine un
element inversabil, deci I = A. Reciproc, sa presupunem ca idealele stangi
ale lui A sunt {0} si A, gi fie x # 0. Rezulta ca Az = A, deci exista y € A
cu zy = 1. Repetand argumentul pentru y, exista z € A cu yz = 1. Rezulta
ca x = z(yz) = (vy)z = z. Deci x este inversabil. Varianta cu ideale drepte
se probeaza analog. e

In cazul unui inelul comutativ orice ideal stang este ideal drept si reciproc,
motiv pentru care in acest caz vom spune simplu ideal.

Teorema 61 Fie A un inel. Atunci o intersectie de subinele (resp. ide-
ale stangi, drepte, bilaterale) este tot un subinel (resp. ideal sting, drept,
bilateral).

Demonstratie. Facem demonstratia pentru o familie (I, ), de ideale drepte,
celelalte cazuri fiind similare. Fie x,y € Ny I, 51 a € A. Atunci z,y € I,
pentru orice . Cum fiecare I, este ideal drept, rezulta ca x — y,xa € I,
pentru orice a. Deci x — y,xza € Nyl,.

Teorema 62 Idealele lui Zi sunt nZ cun > 0.
Demonstratie. Idealele sunt subgrupuri ale grupului aditiv, deci au forma

nZ cun > 0, cf. teoremei 25. Reciproc, fiecare nZ este ideal, deoarece x € nZ
si a € Z implica ax € nZ. e
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In inelul matricelor M,(Z), matricele cu linia a doua nula formeaza un
ideal drept care nu e ideal stang. Intr-adevar, pentru orice a,b,c,d, e, f €

7 a b c d\ (ac+be ad+0bf q 0 0 1 0\
loo)\le r) =L o o )™ \l1o0/\oo)~
0 0

(Vo)

Pentru n > 0 fixat, matricele K € M(Z) cu toate elementele multipli de

n formeaza un ideal bilateral al lui My(Z). Mai mult, toate idealele bilaterale
ale lui My(Z) au aceasta forma, cf. ex. 108.

Fie A un inel si X o submultime a lui A. Multimea
AX ={ax1+ -+ apxy| a; € A,z € X;n >0}

este un idealul stang al lui A numit idealul stang generat de X. intr—adevér,
e clar ca diferenta a doua elemente din AX este tot in AX, iar daca y =
a1x1+ - +a,r, € AX sibée A, atunci by = bayxy + - - - + ba,x, € AX. Se
vede imediat ca X C AX si ca AX C I pentru orice ideal stang I al lui A
care contine X.

In mod analog, se aratd ci XA := {r101 + -+ + zpay| a; € Ajx; €
X,n > 0} este un idealul drept al lui A numit idealul drept generat de X si
ca AXA :={ajx1by + -+ apxpby| a;, b € Ajx; € X,n > 0} este un idealul
bilateral al lui A numit idealul bilateral generat de X.

Presupunem ca A este inel comutativ. Atunci AX = XA = AXA
se numeste idealul generat de X. Vom nota idealul generat de o multime
{z:}ier CAcu (x5 i €1)sau Y;c; Ax; sau Incad Y ;cr ; A.

Daca x € A, atunci Az = {az| a € A} se numeste idealul principal generat
de x. Un ideal se zice finit generat daca poate fi generat de o multime finita.

Toate idealele lui Z sunt principale, cf. teoremei 62. Idealul (2, X)Z[X]
nu este principal, cf. ex. 116. In inelul sirurilor de numere intregi, sirurile cu
un numar finit de termeni nenuli formeaza un ideal care nu este finit generat,
cf. ex. 118.

4.2 Morfisme de inele

Fie A si B doua inele. O functie f : A — B se numeste morfism de inele
daca f(z +y) = f(z) + f(y), f(xy) = f(z)f(y) pentru orice x,y € A si
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f(14) = 1p. Rezulta ca f este morfism de inele daca gi numai daca f este
morfism de grupuri (A, +) — (B, +) si morfism de monoizi (4,-) — (B,-).

Un morfism de corpuri este un morfism de inele intre doua corpuri. Un
morfism de inele (corpuri) bijectiv se numeste izomorfism de inele (corpuri)
si daca in plus A = B, atunci se numeste automorfism.

Fie A un inel (corp). Aplicatia identica I4 : A — A este un automorfism.
Exista un singur morfism de inele f : Z — A si anume cel dat de k — k- 14.
Aplicatia de incluziune Q — R si cea de conjugare C — C sunt morfisme
de corpuri.

Nu exista morfisme de inele Q — Z, deoarece singurul morfism de grupuri
(Q,+) = (Z,+) este cel nul, cf. ex. 61.

Teorema 63 (a) Compunerea a doud morfisme de inele este un morfism de
inele. (b) Inversul unui izomorfism de inele este tot un izomorfism de inele.

(¢) Fie f : A — B un morfism de inele. Dacda € U(A), atunci f(a) € U(B)
gi f(a)™" = f(a™h).

Demonstratie. Se aplica teoremele 20 si 21. o

Spunem ca inelele A si B sunt sunt izomorfe, si scriem A ~ B, daca exista
exista un izomorfism de inele f : A — B. Se vede ca orice proprietate ce tine
de structura de inel a lui A se poate transporta prin f in B. De aceea, nu
vom face distintie intre doua inele izomorfe. Din teorema anterioara, rezulta
ca relatia de izomorfism intre inele este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Se poate ardta (vezi ex. 112) c& inelele Zy, Zo X Zo, Zo|X]/X?Zs[X]
si Zo[X]/(X? + X 4 1)Zy[X] sunt mutual neizomorfe si ci orice inel cu 4
elemente este izomorf cu unul dintre acestea. Se spune ca sunt 4 tipuri de
inele cu 4 elemente.

Fie f : A — B un morfism injective de inele. Atunci f stabileste un
izomorfism Intre A si Im(f). Putem atunci sa gandim pe A ca subinel al lui
B prin identificarea fiecarui a € A cu f(a). De exemplu, putem identifica
fiecare numar real a cu numarul complex a + 0.

Teorema 64 Fie f: A — B un morfism de inele.

(a) Daca C este un subinel al lui A, atunci f(C) este un subinel al lui
B. In particular, Im(f) este un subinel al lui B.

(b) Daca J este un subinel (resp. ideal stang, drept, bilateral) al lui B,
atunci f~1(J) este un subinel (resp. ideal stang, drept, bilateral) al lui A
numit pre-imaginea sau imaginea inversa a lui J.
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(¢) ker(f) :== f~1(0) este un ideal bilateral al lui A numit nucleul lui f si
f este injectiv < ker(f) = {0}.
(d) Daca A este corp i B inel nenul, atunci f este injectiv.

Demonstratie. (a). Din teorema 27, f(C) este un subgrup al lui (B, +).
Fie 2,y € C. Atunci f(2)f(y) = f(zy) € f(C). In plus, 1 = f(1) € f(C).

(b). Presupunem ca J este un ideal stang al lui B. Din teorema 27,
f7YJ) este un subgrup al lui (A,+). Fiea € Asixz € f71(J). Atunci
f(x) € Jsi flax) = f(a)f(x) € J. Deci ax € f~*(J). Celelalte cazuri se
probeaza analog.

(c). ker(f) este pre-imaginea idealului trivial al lui B, deci este ideal
bilateral al lui B, cf. (b). Se aplica teorema 27.

(d). A nu are decat idealele {0} si A, deoarece este corp. Cum f(1) =
1 # 0, rezulta ker(f) # A, deci ker(f) = {0}, adica f este morfism injectiv.

Fie R un inel, m,n > 1, b € R si A = (a;;) € My, ,(R). Prin definitie,
produsul bA dintre b si matricea A este matricea (ba;;). Similar, produsul Ab
este matricea (a;;b). Injectia b — bl,, : R — M,(R) este un morfism de inele,
deoarece (a + b)1I,, = al, + bl, si (ab)l, = (al,)(bl,), pentru orice a,b € R.
Ca urmare, R se identifica cu subinelul {r1,| r € R} al lui M, (R).

Fie A un inel nenul. Caracteristica lui A este numarul natural definit
prin

ord(1) daca ord(l) < oo
car(A) = { 0< ) daca ordglg = 00.
unde ord(1) este ordinul lui 1 in grupul aditiv al lui A.

Asadar, car(A) = 0 insemna ca toate sumele de forma 14+14---+1 sunt
nenule, iar car(A) = n > 0 insemna ca n este cel mai mic numar natural
nenul cu nl, = 0. E clar ca un subinel are aceeasi caracteristica cu inelul.
Exemple: car(Z) =0, car(Q) = 0, car(Z,) = n.

Fie A un inel. Daca car(A) = 0, atunci A contine o copie izomorfa a
inelului Z si anume subinelul P = {kla| k € Z}, iar daca car(A) = n > 0,
atunci A contine o copie a inelului Z,, i anume subinelul P = {k1| 0 < k <
n—1}. In ambele cazuri P se numeste subinelul prim al lui A.

De exemplu, subinelul prim al inelului Ms(Z) este {( (O)L 2 > |a € Z}.
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Deoarece un subinel al unui inel integru este tot inel integru, rezulta
ca subinelul prim al unui inel integru este izomorf cu Z sau cu Z, cu p
numar prim. Cu alte cuvinte, caracteristica unui inel integru (in particular,
caracteristica unui corp) este zero sau un numar prim. Se observa ca un
corp K de caracteristica zero contin o copie izomorfa a corpului Q si anume
{al/bl] a,b € Z,b # 0}. Un corp finit are caracteristica numar prim.

Teorema 65 (Morfismul lui Frobenius.) Fie A un inel comutativ de ca-
racteristica p numar prim. Atunci functia F : A — A, F(x) = aP este un
morfism de inele.

Demonstratie. Fie z,y € A. F(xy) = (2y)? = 2Py? = F(x)F(y).
Fie 1 < k < p—1. Atunci k! i (p — k)! nu se divid cu p, deci numarul
sz = p!/k!(p — k)! se divide cu p, deoarece numaratorul p! se divide cu p.
Daca z € A si s este un multiplu de p, atunci sz = 0, deoarece car(A) = p.
Asadar F(z+y) = (x+y)? = 2P +Cla?y+- - -+ CP layP +yP = aP 4y =
F(z)+ F(y). o

4.3 Inel factor

Fie A un inel gi I un ideal bilateral al lui A. Cum [ este subgrup (normal)
al grupului (A, +), putem considera grupul factor A/I. Elementele lui A/
sunt de foorma Z = x4+ [ cu x € A. Pe A/I definim inmultirea Ty = =y
pentru z,y € A. Aceasta inmultire e bine- deﬁnlta (adlca nu depmde de
reprezentantii claselor). Intr-adevir, dacd 7 = 2/ sig=1y,atunci 2’ =z +1i
siy =y+jcui,j €I Ded 2y =axy+axj+iy+ij € xy+ 1. Se
probeaza ugor ca fata de aceasta inmultire grupul A/I devine un inel numit
inelul factor A modulo I. Tn plus functia 7 : A — A/I, 7(x) = Z este un
morfism surjectiv de inele numit surjectia canonica. De exemplu, Z/nZ este
chiar inelul Z,,.

Teorema 66 (Teorema fundamentala de izomorfism pentru inele.) Fie f :
A — B un morfism de inele. Atunci aplicatia

F:Alker(f) — B, F(Z)=f(x), z€A

este un izomorfism de inele. Deci A/ker(f) ~ Im(f).
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Demonstratie. Din teorema corespunzatoare de la grupuri (teorema 43)
se stie ca F' este un izomorfism intre grupurile aditive ale inelelor A/ker(f)
si Im(f). Dacd a,b € A, atunci F(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = F(@F(b). In
plus, F(1) = f(1) = 1. Deci F este izomorfism de inele. o

Se verifici usor c& f : Z[i] — Zy, f(a + bi) = a+b este un morfism
surjectiv de inele cu nucleul (1 +4)Z[i]. Deci Z[i]/(1 + i)Z[i] ~ Z,.

Fie A un inel comutativ si I, J ideale ale lui A. Se verifica usor ca I +.J :=
{i+jliel,je J} este un ideal al lui A numit suma idealelor i si J.

Teorema 67 (Lema chineza a resturilor.) Fie A un inel comutativ si I, .J
ideale ale lui A astfel incat I + J = A. Atunci inelul factor A/(I N J) este
izomorf cu AJI x AJJ.

Demonstratie. Fie p : A — A/l si ¢ : A — A/J proiectiile canonice.
Se vede ugor ca aplicatia f: A — A/I x A/J, f(x) = (p(x),q(z)), este un
morfism de inele.

Avem ker(f) ={z € Al p(z) =0siq(x) =0} =1NJ.

Cum [ +J = A, exista e € I gij € Jcui+j = 1. Rezulta ca
p(i) =0, p(j) = 1, q(i) = 1 i ¢(j) = 0. Daca z,y € A, atunci f(jz +
iy) = (p(jx),q(iy)) = (p(x),q(y)), deci f este surjectie. Se aplica teorema
fundamentala de izomorfism. e

Corolarul 68 Fiec m,n > 2 numere intregi prime intre ele. Atunci inelele
Zipn S0 2Ly, X 2y, sunt izomorfe.

Demonstratie. Se aplica teorema anterioara si corolarul 31 e

4.4 Corpuri

Reamintim ca un corp este un inel cu 1 # 0 in care orice element nenul este
inversabil. Cum elementele inversabile sunt nondivizori ai lui zero, rezulta
ca un corp este inel integru.

Exemple de corpuri: Q, Q(i), Q(v/2), R, C. Justificarea faptului ca
Q(V/2) este corp se poate face in felul urmator. E clar ca Q(v/2) este subinel
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al lui R. Fie 0 # a+bv2 € Q(v/2). Atunci numarul rational ¢ = a? — 2b% =
(a+bv/2)(a—by/2) este nenul. Atunci 1/(a+bv/2) = a/c—(b/c)V2 € Q(v/2).

Z[i]/(3) este corp cu 9 elemente. Intr-adevir, Z[i]/(3) = {a+bi| 0 <
a,b < 2}. Se observi c daci a + bi # 0 atunci a? + b2 = (afi-\bi)(a/—\bi) #
0. Se continua ca in exemplul referitor la Q(v/2).

Un corp finit este un corp cu un numar finit de elemente. O celebra
teorema a lui Wedderburn afirma ca orice corp finit este comutativ (vezi [5,
teorema X.2.5]).

Inelele: Z, Z[i], Q[X], R[X] sunt domenii dar nu sunt corpuri. In general,
un inel de polinoame sau de serii formale nu este niciodata corp.

Un subcorp al unui inel L este un subinel care este corp in raport cu
operatiile induse. De exemplu, Q este subcorp al lui R si orice corp de
caracteristica zero contine un subcorp izomorf cu Q.

Reamintim varianta matriceala a contructiei corpului C al numerelor
complexe pornind de la R. Fie

cz{< ° 2>|a,b€R}.

Teorema 69 C este un corp comutativ in raport cu adunarea si inmultirea
matricelor.

Demonstratie. E clar ca matricea unitate se afla in C. C este parte
stabila a lui My(R) in raport cu adunarea i inmultirea:
si

<—ab 2>+<—Cd i>_<—((zbttcd) 21?)
ST G B O e S G [ |

a

Deci C este subinel comutativ al lui M>(R). Fie < p

b ) .
0 matrice
a

nenuld din C. Deci a? + b # 0. Din egalitatea

a b a —b\ a® + b? 0
—b a b a | 0 a’® + b?
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b

-1
rezulta ca < _ab a ) = (a®* +0*)7! ( Z _ab > . Deci C este corp comuta-

tiv. e

Morfismul injectiv de inele f : R — C, f(a) = ne permite sa

a
0
gandim pe R ca un subcorp al lui C prin identificarea fiecarui a € R cu f(a).
o 0 1 . . ..o (-1 0 B
Notam 10 ) cu 7. Rezulta ca i = < 0 —1 > = —1.
Daca a,b € R, atunci

(5 0)= (o) (o) (0 b) o

si scrierea este unica. Rezulta ca (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Obtinem urmatorea descriere a corpului numerelor complexe.

Teorema 70 Corpul numerelor compleze este C = {a + bi| a,b € R},
scrierea sub forma a + bi fiind unica, cu adunarea si inmulfirea definite prin
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i si (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+be)i.

Vom descrie un exemplu de corp necomutativ corpul cuaternionilor con-
struit pentru prima data de Hamilton in 1843. Fie

H:{(_‘Lb 2>|a,bec}.

Teorema 71 H este un corp necomutativ in raport cu adunarea i inmultirea
matricelor.

Demonstratie. E clar ca matricea unitate se afla in H. Se arata prin
calcul ca H este parte stabila in raport cu adunarea si inmultirea. Pentru
inmultire avem

a b ¢ dY _ ac —bd  ad—+bé
-b a —d ¢ ) \ —(ad+0bc) ac—bd )’

Deci H este subinel al lui M,(C). Fie ( _a[_) 2 ) o matrice nenula din H.

Deci |a]? + |b]* # 0. Din egalitatile

()25 (2 o)
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(50) =weewnr (5 )

Deci H este corp necomutativ (necomutativitatea rezulta din calculele de
mai jos). e

rezulta ca

Sl

Numim elementele lui H cuaternioni. Morfismul injectiv de corpuri f :
C —» H, f(a) = ( g g ) ne permite sa gandim pe C ca un subcorp al

lui H prin identificarea fiecarui a € C cu f(a). In particular, numirul real
0

) cn a 0 . . e o 1 1
a se identifica cu 0 q ) iar 7 se identificad cu ( 0 Pk Consideram

-1 0 v 0
ij =k, ji = =k, jk =i, kj = —i, ki = j si ik = —j (se reamarca
analogia cu produsul vectorial al versorilor unui sistem de axe rectangular
tridimensional). In plus, 2 = j2=k? = —1. Fiea,b € Csia = x4+ yi,
b= z+wui cux,y, z,u reale. Atunci

(_ag Z_)>:< x+yi Z+m>:x+yi+zj+uk

a —Z4ui x—yi

si cuaternionii j = ( 01 ) si k = (0 ! ) Prin calcul rezulta ca

si scrierea este unica. Obtinem urmatoarea descriere a corpului cuaternionilor
similara numerelor complexe.

Teorema 72 Corpul cuaternionilor este
H = {x + yi + zj + uk (scriere unica) | z,y,z,u € R}

impreuna cu relatitle 1) = k, ji = —k, jk =1, kj = —1, ki = j, 1k = —J $t
i? =52 =k =—-1.

Corolarul 73 Cuaternionii {£1, +i,+j, £k} formeaza in raport cu inmulgi-
rea un grup necomutativ numit grupul cuaternionilor.

Reamintim ca domeniu este un inel comutativ integru si nenul. Orice
corp comutativ este domeniu, dar exista domenii care nu sunt corpuri, de
exemplu Z sau Q[X].
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Fie D un domeniu. Lui D ii putem atasa in mod natural un corp care
il contine pe D ca subinel, numit corpul de fractii al lui D. Constructia
corpului de fractii generalizeaza constructia numerelor rationale pornind de
la numerele intregi.

Numim fractie o pereche de elemente a,b € D cu b # 0 scrisa sub forma
a/b. Definim egalitatea fractiilor prin a/b = ¢/d < ad = be. Egalitatea
fractiilor este reflexiva, simetrica si tranzitiva. intr—adevér, reflexivitatea si
simetria sunt evidente. Daca a/b = ¢/d si ¢/d = e/f, atunci ad = bc si
cf = de, deci adf = bde, de unde af = be, deoarece D este domeniu gi d # 0.
Deci a/b =e/f. Fie K = {a/b| a,b € D,b # 0}. Pe K definim adunarea si
inmultirea prin

a ¢ ad+bc ) ac ac

b dT e Y bd b

Aceste operatii sunt corect definite, adica nu depind de reprezentarea
fractiilor. Intr-adevir, s presupunem ci a/b = o' /¥ si ¢/d = ¢/ /d'. Deducem
ca abl = a'b si ed = 'd, de unde rezulta ca (ad + be)b'd = (a’d’' + b'd)bd si
ach'd = a'd’bd. Se verifica usor ca, fata de aceste operatii, K este corp. K
poarta numele de corpul de fractii al lui D §i se noteaza cu Q(D).

Morfismul injectiv de corpuri f : D — K, f(a) = a/1 ne permite sa
gandim pe D ca subinel al lui K prin identificarea lui a cu a/1.

De exemplu, corpul de fractii al lui Z este Q, iar corpul de fractii al lui

Z[i] este Q(7).

4.5 Inelul de polinoame A[X]

Fie A un inel comutativ. Notam cu A™) multimea sirurilor (a,),>o cu
elemente din A avand un numar finit de termeni nenuli. Pe A™ definim
doua operatii: adunarea

(an)nZO + (bn)nZO - (an + bn)nZO
si Inmultirea

(an)nzo(bn>n20 = (Cn)nzo unde Cp = Z aib]’.

i+j=n

Teorema 74 Fatd de aceste doud operatii, AN este un inel comutativ.
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Demonstratie. AMN) este parte stabild fati de adunare si inmultire: daca
a, = 0, b, = 0 pentru n > N, atunci a, + b, = 0 pentru n > N si
Ditj=n a;b; = 0 pentru n > 2N.

Se arata usor ca (A™N), +) este grup abelian cu elementul neutru sirul nul.
inmulgirea este asociativa deoarece

((an)n>0(bn)n=0)(Cn)nz0 = (( D @ibj)nz0)(Cn)nz0 =

i+j=n
=( Y abjer)nz0 = (an)n20((bn)nz0(Cn)nz0)-
it+jtk=n
Sirul (1,0,0,...) este elementul neutru al inmultirii. E clar din definitie ca
inmultirea este comutativa. Inmultirea este distributiva fata de adunare

((@n)nz0 + (bn)nz0)(Cn)nz0 = (@n + bn)nz0(Cn)nz0 =

= (Y (ai+bi)cj)nz0 = (D aici)nzo+ (D bicj)nz0 =

i+j=n i+j=n i+j=n
= (an)nZO(Cn)nZO + (bn)nZO(Cn)nZO'.

Morfismul injectiv de inele ¢ : A — A™N) (a) = (a,0,0,...) ne permite
s& gandim pe A ca un subinel al lui A™ prin identificarea fiecirui a € A cu
p(a).

Notam cu X girul (0,1,0,...) gi il numim nedeterminata. Se vede prin
calcul ca X" = (0,0,0,...,0,1,0,...), unde 1 este precedat de n zerouri. Avem
scrierea unica

(ag, a1y ...y an, 0,...) =ag + a1 X + -+ - + a, X"

Inelul AN se noteaza cu A[X] si se numeste inelul polinoamelor intr-o nede-
terminata cu coeficienti in A.

Fie f = ap + a1 X + -+ + a,X". Termenii a, X’ se numesc monoame,
iar ag,a, ..., a, coeficientii polinomului. Numim gradul lui f (notat cu
grad(f)), cel mai mare numar natural k cu a; # 0. Gradul polinomului nul
se ia —oo. Daca f = ag+a1 X +- - -+a, X" are gradul n, atunci a,, se numeste
coeficientul dominant al lui f. Un polinom cu coeficientul dominant egal cu
1 se numeste polinom unitar.

Teorema 75 Fie A un inel comutativ si f,g € A[X]\ {0}. Atunci
(a) grad(f + g) < maz(grad(f), grad(g)).
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(b) grad(fg) < grad(f)+grad(g) cu egalitate daca i numai dacd produsul
coeficientilor dominanti ai lui f si g este nenul.

(¢) Daca f are coeficientul dominant non-divizor al lui zero (e.g. daca A
este domeniu), atunci grad(fg) = grad(f)+ grad(g) si f este non-divizor al
lui zero.

Demonstratie. (a) este evidenta. (b). Fie f = a9+ a1 X + -+ + a, X" si
g=Dby+ b X+ +b,X™cuay,b, #0. Deci grad(f) =n si grad(g) = m.
Daca k > m + n atunci 32, ;_ a;b; = 0 deoarece i + j = k implica i > n
sau j > m. Deci grad(fg) < grad(f) + grad(g). grad(fg) = m + n daca si
numai daca coeficientul a,b,, al lui X™*™ este nenul. (c) rezulta din (b). e

Corolarul 76 Fie A un domeniu. Atunci A[X] este domeniu si U(A[X]) =
U(A).

Demonstratie. Prima afirmatie rezulta din punctul (c¢) al teoremei ante-
rioare. Fie f,g € A[X] cu fg = 1. Din teorema precedenta, rezulta ca f,g
sunt polinoame constante (i.e. de grad zero). e

Fie L un corp comutativ. Corpul de fractii al inelului de polinoame L[X]
se numeste corpul fractiilor rationale peste L si se noteaza cu L(X). O fractie
rationala este un cat de doua polinoame P/Q) cu @ # 0.

Teorema 77 Fie u : A — B un morfism de inele comutative i v € B.
Atunci functia v : A[X] — B,

v(ag+ a1 X + - 4+ a, X") = u(ag) + u(ay)z + - - - + u(a,)z"”
este un morfim de inele.

Demonstratie. Fie f =Y a; X" 51 g =37 b; X7, f,g € A[X]. Avem

W(f)=o(> 3 ab)XE =3 3 ulaulb)et =
k=0 i+j=k k=0 i+j=k
- <f%u<ai>xi><f:0u<bj>xj> — o(f)o(g).

Verificarea egalitatii v(f + g) = v(f) + v(g) se face analog. e

Fie A un subinel al inelului B gi f = ap+ a1 X +---+a, X" € A[X]. Daca
x € B, atunci f(x) = ag + a1z + - -+ + a,x" se numeste valoarea lui f in z.
Functia f : B — B, f(y) = f(y) se numeste functia polinomials asociatd lui
f. De exemplu, dacd g = X% + X € Zy[X], atunci g este functia nula.
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4.6 Radacini ale polinoamelor

Teorema 78 (Teorema impartirii cu rest.) Fie A un inel comutativ si fie
f,g € A[X] astfel incdt g este polinom nenul cu coeficientul dominant in-
versabil (e.g. g unitar). Atunci existd si sunt unice polinoamele q,r € A[X]
astfel incat

f=g9qg+r cu grad(r) < grad(g).

Polinoamele f,g,q,r se numesc deimpartit, impartitor, cat st repectiv rest,
war egalitatea f = gq + r se numeste identitatea tmpartirii.

Demonstratie. Fie r = f — gq polinomul de grad cel mai mic intre toate
polinoamele de forma f — gw cu w € D[X]. Daca grad(f — gq) > grad(g),
atunci fie « X™ monomul conducator al lui f—gq si X™ monomul conducator
al lui g. Atunci f—gq—aB~1 X" ™g este un polinom de grad < grad(f —gq),
contradictie.

Probam unicitatea lui ¢ si 7. Fie ¢/, € D[X] astfel incat f = g¢’ + 1’ i
grad(r') < grad(g). Scazand cele doua expresii ale lui f rezulta g(q¢ — ¢') =
" —r gi grad(r’ —r) < grad(g). Aplicam teorema 75. Cum g are coe-
ficientul dominant inversabil, rezulta ca " —r = 0, altfel grad(r’ —r) =
grad(g(q — ¢')) > grad(g). Asadar ' = r i din egalitatea g(q¢ — ¢') = 0
rezultda ¢’ = ¢, din nou pentru ca g are coeficientul dominant inversabil. e

Fie A un inel comutativ nenul, f € A[X] si @ € A. Spunem ca « este
raddacind a lui f dacid f(a)=0. De exemplu, X% — 1 € R[X] are radicinile
+1.

Corolarul 79 (teorema lui Bézout.) Fie A un inel comutativ, f € A[X] si
a € A. Atunci restul impartirii lui f la X — « este f(a). In particular, o
este radacinag a lui f < X — « divide f.

Demonstratie. Exista g € A[X]|gir € Acu f = (X — «a)g + r. Facand
X = « obtinem r = f(«). o

Corolarul 80 Fie D un domeniu, 0 # f € D[X], a € D o radacina a lui f
sin>1. Atunci (X — a)" divide f si (X — )" nu divide f < f se scrie
f=(X—a)"g cuge D[X], g(a) # 0.
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Demonstratie. Rezulta din teorema lui Bézout. e

Daca f satisface conditiile echivalente din corolarul precedent, spunem
ca « este radacina a lui f cu ordinul de multiplicitate n. De exemplu, 2 este
radacini de ordin 3 (tripld) a polinomului X° —5X* +7X3% —2X% 44X —8.

Teorema 81 Fie D un domeniu, 0 # f € D[X], aq,...,as € D radacini
distincte ale lui f respectiv de ordin nq,...,ngs. Atunci f se poate scrie sub
forma

f=&X=a)™ - (X =)™y

unde g € D[X] st aq, ..., ag nu sunt radacini ale lui g.

Demonstratie. Afirmatia e clara daca s = 1. Presupunem ca s > 2.
Deoarece «; este radacina a lui f de ordin ny, putem scrie f = (X — «a;)™h
cu h € D[X] g h(ay) # 0. Deducem ca 0 = f(az) = (a2 — aq)" h(az),
deci h(ay) = 0. Scriem h = (X — ay)*p cu p € D[X] si p(az) # 0. Deci
f=(X—a;)"(X —ay)p si din corolarul precedent rezultd k = ny. Asadar,
f = (X —ay)™ (X —ay)"p. In continuare, se repetii argumentul precedent. e

Vom numara radacinile unui polinom numarand fiecare radacina de atatea
ori cat este ordinul ei de multiplicitate. De exemplu, polinomul (X —1)3(X —
2) are 4 radacini gi anume 1,1, 1,2. Din teorema precedenta rezulta

Corolarul 82 Fie D un domeniu. Un polinom de grad n > 1 din D[X] are
cel mult n radacini in D.

Ipoteza ca inelul D este integru este esentiala, de exemplu, polinomul
(1,0)X € (Z x Z)[X] are o infinitate de radacini, (0,a), a € Z.

Teorema 83 (Relatiile lui Viéte.) Fie D un domeniu si f = ap + a1 X +
<o+ a, X" € D[X] un polinom de grad n > 1. Presupunem cd f are n
radacini oy, ..., o, € D. Atunci

f=a (X —aq) (X —ay).

In plus, in corpul de fractii al lui D, au loc asa-numitele relatiile ale lui Viéte
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a1ttt =—an1/a,
a1 + ajag + -+ Qpo10y, = ap_a/ay,

Demonstratie. Din teorema 81, f = b(X —aq) -+ (X — ay,) cu b polinom
constant nenul. Identificand coeficientii dominanti, rezulta b = a,,. Relatiile
lui Viéte se obtin din identificarea celorlalti coeficienti. e

Corolarul 84 (Teorema lui Wilson.) Dacd p este un numar prim, atunci
(p—1)!'=—1 (mod p).

Demonstragie. Consideram corpul Z,. Grup sdu multiplicativ Z; are
p — 1 elemente, deci a?~! = 1 pentru orice a € Z;. Altfel spus, polinomul
Xrl_Te Z,[X] are radacinile 1, ..., p — 1. Din ultima relatie Viéte rezultd
ca (p/—\l)! = —1, deci (p—1)! = =1 (mod p).

4.7 Inelul de polinoame A[X;, ..., X,)]

Fie A un inel comutativ. Constructia inelului de polinoame A[X] a fost
prezentata anterior. Inelul de polinoame in n nedeterminate (variabile) cu
coeficienti in A se definegte inductiv prin egalitatea

AlXy, ..., X, = A[X, ..., X,,1][X,] pentru n > 2.

De exemplu, A[X,Y]| = A[X][Y]. Deci elementele lui A[X, Y] sunt polinoame
in Y cu coeficienti in A[X]. Elementele lui A[X7, ..., X,,] se numesc polinoame
in nedeterminatele X1, ..., X,, cu coeficienti in A.

Polinoamele de forma M = aX'--- Xi» cu a € A se numesc monoame.
a se numeste coeficientul lui M, iar daca a # 0, numarul ¢; +- - - ,, se numeste
gradul lui M. Monoamele nenule M = aXi'--- X» §i N = bX{'--- Xr se
zic monoame asemenea daca i, = J1,...,ln, = Jp. De exemplu, monoamele

unitare (i.e. cu coeficientul 1) de gradul 3 in nedeterminatele X,Y sunt X3,
X%y, XY?5i Y3
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Teorema 85 Orice polinom din f € A[Xq,..., X,] se scrie in mod unic ca
sumd de monoame (mutual neasemenea). Aceasta scriere se numeste forma
canonicad lui f.

Demonstratie. Procedam prin inductie dupa n, cazul n = 1 fiind cunos-
cut. Deoarece pasul inductiv se face in spiritul cazului n = 2, preferam,
din motive de claritate, sa prezentam doar acest caz. Renotam X; = X
si Xo =Y. Fie f € A[X,Y]. Atunci f = X} f;Y7 cu f; = X% a; X7,
a;; € A, pentru j =0, ...,n. Rezulta ca

n m m n
f = Z(Z CLZ'J'XZ)YJ = ZZ ain’YJ
j=0 i=0 i=0 j=0
deci f se scrie ca suma de monoame. Pentru a proba unicitatea scrierii,
fie f = ™ 3" b XYI, b, € A, o altd reprezentare a lui f ca suma
1=0 £45=0 "] J p
de monoame. Din egalitatea de polinoame in Y, Y7 (357, ai; X aYI =
(it b X')Y7 rezulta ca 3L a; X' = YL, by X* pentru j = 0, ..., n,
deci a;; = b;; pentru orice 7 si j. ®

Folosind corolarul 76, se arata inductiv ca daca A este domeniu (e.g.,
daca A este corp), atunci A[X7, ..., X,,| este domeniu pentru orice n.

Gradul unui polinom este maximul gradelor monoamelor sale. Gradul
polinomului nul se ia —oo. Un polinom se numeste polinom omogen daca
toate monoamele sale au acelasi grad. Prin componenta omogena de grad
k, fr, a unui polinom f intelegem suma monoamelor de grad k£ din f. De
exemplu, polinomul f =14+ XY +YZ + XZ 4+ XY Z are gradul 3 si com-
ponentele omogene fo =1, f1 =0, fo = XY +YZ 4+ XZ i f3 = XY Z.
Proprietatile gradului din cazul polinoamelor intr-o nedeterminata se extind
usor la polinoamele in mai multe nedeterminate.

Este clar ca produsul a doua monoame de grad m respectiv n este mono-
mul nul sau un monom de grad m + n dupa cum produsul coeficientilor lor
este nul sau nenul. De asemenea, se vede ugor ca produsul a doua polinoame
omogene de grad m respectiv n este polinomul nul sau un polinom omogen
de grad m + n.

Teorema 86 Fie A un inel comutativ, n > 1 i f,g € A[X, ..., X,]. Atunci
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(a) grad(f +g) < maz(grad(f), grad(g)),
(b) grad(fg) < grad(f)+ grad(g) cu egalitate daca A este domeniu.

Demonstratie. (a) este evidenta. (b). Putem presupune ca f si g sunt
nenule, altfel afirmatia este banala. Fie k = grad(f) si | = grad(g). Scriem
pe f si g ca suma de componente omogene: f = fo+ fi + - fr si g =
go+ g1+ ---g cu fr, g nenule. Atunci fg = ¥, 22:1 figj, unde fiecare
termen nenul f;g; este un polinom omogen de grad i + j < k + [. Deci
grad(fg) < k + 1. Daca, in plus, A este domeniu, atunci frg; este un poli-
nom omogen de grad k + [ si grad(f;g;) < k + [ pentru orice (i,7) # (k,1).
Deci grad(fg) =k+1. o

Fie A C B o extindere de inele si by,...,b, € B elemente fixate. Daca
f e AlXy, ..., X,,], numim valoarea lui f in by, ..., b, elementul f(by,....b,) €
B obtinut din f prin inlocuirea fiecarei nedeterminate X; cu b;. Altfel zis,
daca f = Ya; i, X1 --- X, atunci f(by,...,b,) = a3, b - -bin. De

n

exemplu, daca f = X3 +--- X3 atunci f(1,...,n) =n?(n+1)?/4.

Teorema 87 Cu notatiile anterioare, functia 7 : A[X, ..., X, = B, n(f) =
f(by,...,b,), este un morfism de inele.

Demonstratie. Procedam prin inductie dupa n, cazul n = 1 fiind cunoscut
din teorem 77. Presupunem ca n > 2 si fie f,g 6 AlXq, ..., X,]. Scriem
f,g ca polinoame in X,, cu coeficienti in A[Xy,..., X,,_1], f = X8, fi X! si

g =20 _00g;Xj. Atunci f +g =3V (fi +9:) X}, si fg = 20— figi)) X3 H.
Folosind ipoteza de inductie obtinem

p

(f + g)(blv 7bn) = Z(fz + gi)<b1, ...,bn_l)bil =

=0

p .
Z fz bl,... n— 1)+gl(b1,...,bn_1))b;:
i=0

p .
_Zfl bla-'- n— 1) Zgl(bla7bn71)b;:f<bla7bn)+g(b17abn)
1=0

De asemenea,

p

(F) (bry o) = D (£i95) (b1, ooy by UL =

1,j=0



4.8. EXERCITII 83

= Z (fi(byy ooy bp_1)gi(b1, ..., bpy_1))bEH =

i,j=0

p

= (Z fi(bla cees bn_l)b}n)(i gj(bla ceey bn—l)bg—b) = f(bl, ceey bn)g(bh ceey bn) [ J

=0

4.8 Exercitii

103. Fie K un corp. Aratati ca grupul aditiv (K, +) nu este izomorf cu
grupul multiplicativ (K*, ).

104. Fie A un inel si a,b € A. Aratati ca daca 1 — ab este inversabil, atunci
1 — ba este inversabil.

105. Determinati unitatile inelului Zy = {a/b| a,b € Z, b impar}.

106. Fie S o multime de numere prime (eventual vida) si fie Zg multimea
fractiilor a/b cu a, b numere intregi si b # 0 cu toti factorii primi in S. Aratati
ca Zg este un subinel al lui Q i ca orice subinel al lui Q este de aceasta forma.

107. Fie A o multime. Aritati cd inelele Z3' si (P(A), A,N) sunt izomorfe.

108. Aratati ca idealele bilaterale ale inelului My(Z) sunt My(nZ), n > 0,
unde Ms(nZ) este multimea matricelor cu toate elementele multipli de n. In
plus, My(Z)/My(nZ) ~ Ms(Z,). Generalizare.

109. Fie A si B doua inele comutative. Aratati ca idealele inelului produs
direct A x B sunt de forma I x J cu [ ideal al lui A si J ideal al lui B. In
plus, (A x B)/(I x J)~A/I x B/J.

110. Fie A inelul al carui grup abelian este Z x Q si are inmultirea definita
prin (a,z)(b,y) = (ab,ay + bxr). Aratati ca idealele lui A sunt de forma
nZ x Q,n € N, sau {0} x H cu H subgrup al lui Q.

111. Calculati tablele adunarii/inmultirii pentru urmatoarele inele factor:
Zo[X] /(X2 + X + 1), Zo[X]/(X? + X), Zo[X]/(X? + 1) si Zo[X]/(X?).
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112 Aratati ca inelele Zy, Zy X Zy, Zo[X|/X?Zs[X] s Zo[X]/(X? + X +

1)Z,[X] sunt doua cate doua neizomorfe si ca orice inel cu 4 elemente este
izomorf cu unul dintre acestea.

113. Descrieti elementele inelului Z[i]/(3) si explicitati endomorfismul lui
Frobenius.

114. Fie A un inel comutativ si fie f € A[X]. Aratati ca:
(a) f este nilpotent daca gi numai daca f are toti coeficientii nilpotenti
(un element x al unui inel se zice nilpotent daca exista n cu 2" = 0).
(b) f este inversabil daca gi numai daca f are termenul liber inversabil si
ceilalti coeficienti nilpotent;i.
(c) f este divizor al lui zero daca gi numai daca af = 0 pentru un a nenul

din A.
115. Listati idealele inelului A = Z,[X]/(X?).
116. Aratati ca idealul I generat de 2 si X in Z[X] nu este principal.

117. Fie A un domeniu. Aratati ca idealul generat de X §i Y in A[X, Y] nu
este principal.

118. Fie A inelul sirurilor de numere reale. Aratati ca multimea [ a sirurilor
cu un numar finit de termeni nenuli formeaza un ideal al lui A care nu este

finit generat.

119. Fie Z + X Q[X] subinelul lui Q[X] format din polinoamele f cu f(0) €
Z. Aratati ca idealul X Q[X] nu este finit generat.

120. Aratati ca inelul factor Z[i|/(1 + i)Z[i] este izomorf cu Zs.

121. Aratati ca au loc izomorfismele de inele Z[i]/(2 + i)Z[i] ~ Zs si
Z[i]/5Zi] ~ Z5 X Zs.

122. Ardtati c inelul factor Z[X]/(X? — X) este izomorf cu Z x Z.

123. Aritati cd inelul factor Q[X]/(X? — 1) este izomorf cu Q x Q, dar c&
Z[X]/(X? — 1) nu este izomorf cu Z x Z.
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124. Aratati ca inelul factor Z[X]/(X? — 1) este izomorf cu A = {(z,y) €
Z?| x — y par}.

125. Fie K un corp comutativ, ai,...,a, € K distincte si f = (X —
ai)--- (X —ay). Aratati ca inelul factor K[X]/(f) este izomorf cu K.
126. Aratati ca inelul factor Z[X]/(2) este izomorf cu Zs[X].

127. Aratati ca inelul factor Q[X,Y]/(Y? — X?) este izomorf cu subinelul
A al lui Q[T] format din polinoamele ce nu au monom de gradul 1.

128. Aritati cd inelul factor R[X,Y]/(X? + Y?) este izomorf cu subinelul
A al lui C[T] format din polinoamele f cu f(0) real.

129. Explicitati corpul de fractii al domeniului R[X,Y]/(X? + Y?).

130. Aratati c& inelul factor R[X]/(X? 4+ bX + ¢) este izomorf cu R x R,
R[X]/(X?) sau C dupa cum A = b* — 4c este > 0, = 0, resp. < 0.

131. Decideti daca inelele factor Z[X,Y]/(X — 1,V — 2), Q[X,Y]/(X? +
1L,Y?—2)si RIX,Y]/(X?+1,Y? + 1) sunt domenii.

132. Fie A un inel comutativ gi @ € A. Aratati ca inelul factor A[X]/(X —a)
este izomorf cu A. Generalizare.

133. Aratati ca nu exista un morfism surjectiv de inele 7 : Z[X, Y] — Q.

134. Determinati multimile A = {Im(f)| f morfism de inele Z[X] — Q} si
B = {Im(f)| f morfism de inele Z|X,Y]| — Q}.

135. Aratati ca inelele Z[X] si Z[X, Y] nu sunt izomorfe.

136. Fie A un inel comutativ. Notdm cu AN multimea sirurilor (a,),>o cu
elemente din A. Pe AN definim doud operatii: adunarea (a,),>0 + (bn)n>0 =
(an + bp)n>o st inmultirea (an)n>0(bn)n>0 = (Cn)nzo unde ¢, = 3,4, ab;.
Aratati ca fatd de aceste doud operatii, AN este un inel comutativ si ca
orice element al sau se scrie unic sub forma Y °°,a,X" cu a, € A, unde
X =(0,1,0,...). Acest inel se noteaza cu A[[X]] si se numeste inelul seriilor
formale cu coeficienti in A.

137. Fie A un inel comutativ. Aratati ca unitatile inelului A[[X]] sunt seriile
formale >>° ;a, X" cu ap inversabil in A.

138. Determinati morfismele de inele Z[[X]] — Z.
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Capitolul 5

Aritmetica lui Z si K| X]

In aceast capitol se studiaza comparativ diferite proprietati aritmetice ale
inelelor Z gi K[X], K corp comutativ. Se expun mai intai rezultate referi-
toare la teorema impartirii cu rest, cel mai mare divizor comun si cel mai mic
multiplu comun. Se dau apoi rezultatele fundamentale referitoare la descom-
punerea unui numar intreg/polinom in produs de numere prime/polinoame
ireductibile.

In acest capitol, prin corp intelegem un corp comutativ.

5.1 Teorema impartirii cu rest

Fie K un corp. Reamintim urmatorul rezultat stabilit anterior.

Teorema 88 (a) K[X] este domeniu de integritate.
(b) Pentru orice f,g € K[X]\{0}, grad(f+g) < mazx(grad(f), grad(g))

gi grad(fg) = grad(f) + grad(g).
(¢) Elementele inversabile ale inelului K[X] sunt polinoamele constante
nenule, altfel spus, U(K|[X]) = K*.

Atat in Z cat si in K[X] este valabila teorema impartirii cu rest.
Teorema 89 (Teorema impartirii cu rest pentru Z si K[X].) Fie D = Z
sau K[X]. Atunci pentru orice a,b € D, b # 0, ezista si sunt unice q,r € D

astfel incat

87
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0<r<|b daca D =17

a=bgtr cu { grad(r) < grad(b) daca D = K[X].

Numerele/polinoamele a, b, q,r se numesc deimpartit, impartitor, cat si repec-
tiv rest, iar egalitatea a = bq + r se numeste identitatea impartirii.

Demonstratie. Cazul D = Z. Demonstram mai intai existenta lui ¢ si r.
Fie r = a — bq cel mai mic numar intreg > 0 de forma a — bx cu x € Z. Daca
a—bq > |b], atunci 0 < a — b(q + sgn(b)) < a — bg, contradictie. Probam
unicitatea lui ¢ si r. Fie ¢/,r" € Z astfel incat a = bg' + 1" 1 0 < r' < |b|.
Scazand cele doua expresii ale lui a rezulta b(q —¢') =" —r, deci 7’ —r =0
deoarece |r' —r| < |b|. Asadar ' = r si din egalitatea b(q¢ — ¢') = 0 rezulta
¢ = q deoarece b # 0. Cazul D = K[X] a fost demonstrat in teorema 78.e

Exemple de impartiri cu rest: in Z, —15 = 2 - (=8) + 1, in Q[X], X3 +
X+1=(X*+X+1)(X-1)+X+2
Din teorema 89 rezulta imediat

Corolarul 90 Fie K un corp si f € K[X] un polinom de gradn > 1. Atunci
elementele inelului factor K[X]/(f) se reprezinta unic sub forma ag+ a3 X +
ot @y XY+ (f) cuag, ar, ..., an_y € K. In particular, dacd K este finit
cu q elemente, atunci K[X|/(f) are ¢" elemente.

Demonstratie. Fie g € K[X]. Daca g = qf+ap+a; X+- - -+a, 1 X" ! este
impartirea cu rest a lui g la f, atunci g+(f) = ag+a1 X +- - -+a, 1 X" 1+ (f).
In plus, dacd ag+a1 X+ - -+a, 1 X"+ (f) = bog+b1 X+ -+, 1 X" 1+ (f)
cu a;,b; € K, atunci f divide h = (ag — bg) + (a1 — b1)X + -+ + (an_1 —
b,_1) X" 1 deci h = 0, deoarece grad(f) =n. e

Fie D = Z sau K[X] si fie a,b € D. Spunem ca b divide a i notam b | a
daca exista ¢ € D cu a = be. Se mai spune ca b este un divizor (factor) al lui
a sau ca a este multiplu de b. Daca b # 0, atunci b | a < restul impartirii
lui a la b este zero.

Pentru orice a € D, a | 0 (deoarece 0 = a.0), a | a si 1 | a (deoarece
a = al). In K[X], ¢ | f pentru orice ¢ € K* i f € K[X], deoarece
[ = e ).

Elementele a,b € D se zic asociate (in divizibilitate), daca a | b §i b | a.
Divizibilitatea are urmatoarele proprietati.
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Teorema 91 Fie D = Z sau K[X] si fie a,b,c € D. Atunci

(a) a|b daca si numai daca aD D bD.

(b) Daca a | b gib]| c, atuncia | c.
(¢) Daca a | b sia|c, atunci a | bb' + cc’ pentru orice b',c € D.
(d) Daca a | b, atunci

la| < 10| daca D =17
grad(a) < grad(b) daca D = K[X].

(e) Elementele a,b sunt asociate daca gt numai dacd

a==b daca D =17
a=dbcude K* daca D= K[X].
Deci a,b sunt asociate dacd gi numai dacd exista uw € U(D) astfel incat
a = ub.
Demonstratie.

(a). Avem girul de echivalente a | b < b € aD < aD D bD.

(b). Cf. (a), aD 2 bD D ¢D, deci a | c.

(¢). Fiet,d € D. Cum a | bsia | ¢, rezulta ca b,c € aD, deci
bl + ¢ € aD, deoarece aD este ideal.

(d) este evidenta.

(e). Cazul D = Z e clar. Presupunem ca D = K[X]|. Daca f = dg cu
d € K*, atunci g = d"'f, deci f | g i g | f. Reciproc, sa presupunem c&
flgsig]| f. Deciexista u,v € K[X]cug= fusgi f = gv. Rezulta f = fuv.
Daca f = 0, atunci g = fu = 0 si putem scrie f = 1g. Daca f # 0, atunci
uv = 1, deci u,v € K*. o

Observatia 92 Fie K C L o extindere de corpuri si f,g € K[X]\ {0}.
Atunci f | g In K[X] < f | g In L[X]. Aceasta rezulta din faptul ca
identitatea impartirii lui g la f este aceeasi in K[X] si L[X].

Fie D = Z sau K[X] si fie a,b,d,m € D. Spunem d este un cel mai mare
divizor comun (cmmdc) al perechii a,b daca d | a, d | b si d se divide cu orice
alt divizor comun al elementelor a, b. In acest caz vom scrie d = (a,b). Daca
(a,b) = 1, se zice ca a,b sunt relativ prime sau ca a este prim cu b. Dual,
spunem ca m este un cel mai mic multiplu comun (cmmmc) al perechii a, b
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dacd a | m, b | m si m divide orice alt multiplu comun al elementelor a, b.
In acest caz vom scrie m = [a,b]. Evident, daci a | b, atunci (a,b) = a si
[a,b] = b. Vom arata ca in Z si K[X] orice pereche de elemente are cmmdc
§i cmmmec.

Fie a,b,d,d € D astfel incat atat d cat si d’ joaca rol de cmmdc pentru
perechea a,b. Din definitie rezulta ca d si d’ sunt asociate. Din teorema 91
pct. (e), rezulta ca (a,b) este determinat pana la semn in cazul D = Z, resp.
pana la o multiplicare cu o constantd nenula din K in cazul D = K[X].
Convenim sa alegem pe (a,b) > 0 in primul caz, resp. un polinom unitar
sau zero in cel de-al doilea caz. Aceste alegeri se numesc alegerile canon-
ice. Consideratii similare se pot face pentru cmmme. De exemplu, in Z,
(—18,24) = 6; in Q[X], (2X — 1,—-3X?) = 1.

In Z gi K[X] orice pereche de elemente are cmmdc i acesta se poate
calcula cu algoritmul lui Euclid.

Teorema 93 (Algoritmul lui Euclid.) Fie D egal cuZ sau K[X]. Urmatorul
algoritm furnizeaza cel mair mare divizor comun al unei perechi de elemente
a,be D.

input: a,b € D
output: d = (a,b)

while b # 0 do

begin
se face impartirea cu rest: a = bg +r cu q,r € D (cf. Teoremei 89);
a:=bb:=r;

end;

d:= a;

Demonstratie. E suficient sa observam urmatoarele. Conform pct. (c¢)
din teorema 91, perechile (a = bq + r,b) si (b,r) au aceeasi divizori comuni,
deci acelasi cel mai mare divizor comun. Asadar putem inlocui perechea
(a,b) cu perechea (b,r). La fiecare parcurgere a buclei while modulul lui b
dacad D = Z (resp. gradul lui b daca D = K[X]) scade cu cel putin o unitate.
Deci algoritmul se termina dupa un numar finit de pasi cu o pereche de forma
(a,0), care are cmmdc egal cu a. o
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Sa consideram exemplul D =Z, a = 18 §i b = 24. In timpul desfagurarii
algoritmului lui Euclid, variabilele a, b, r iau succesiv valorile: a = 18,24, 18,
6, b=24,18,6,0, r = 18,6,0. Deci (18,24) = 6.

Teorema 94 Fie D = Z sau K|[X|. Atunci orice ideal al lui D este princi-
pal.

Demonstratie. Afirmatia este clara in cazul idealului nul. Fie I un ideal
nenul si fie g € I\ {0}, ¢ de modul minim in cazul D = Z resp. g de grad
minim in cazul D = K[X]. Aratam ca [ = gD. Incluziunea D e clara.
Pentru a proba incluziunea C, fie f € I. Conform teoremei de impartire cu
rest, exista ¢,r € D astfel incat f = gqg+7r cu 0 <r < |g| in cazul D = Z,
respectiv grad(r) < grad(g) in cazul D = K[X]. Cum r = f —gq € I, r nu
poate fi decat nul, altfel contrazicem alegerea lui g. Deci f = gq € gD. e

Conform pct. (e) din teorema 91, generatorul g al idealului nenul I este
determinat pana la semn in cazul D = Z, resp. pana la o multiplicare cu o
constanta nenuld din K in cazul D = K[X].

Teorema 95 Fie D = Z sau K[X] g1 fie a,b € D. Atunci (a,b) si [a,?]
exista i au loc relatiile:

(a) aD +bD = (a,b)D,

(b) aDNbD = [a,b]D, si

(c) elementele (a,b)a,b] si ab sunt asociate.

Demonstratie. (a) Cf. Teoremei 94, exista d € D astfel incat aD + bD =
dD. Atunci dD = aD + bD C eD, deci e | d.

(b). Cf. Teoremei 94, exista m € D astfel incat aDNbD = mD. Deoarece
m € aD NbD, rezulta ca a | m ¢i b | m. Fie n € D un multiplu comun al lui
a §i b. Rezulta can € aD NbD = mD, deci m | n.

(¢). Punem d = (a,b) si m = [a,b]. Daca a = 0 sau b = 0, afirmatia
e clara. Presupunem ca a,b sunt nenule, deci d, m sunt nenule. Elementul
ab/d € D se divide cu a si b. Rezulta ca m | (ab/d), deci dm divide ab.
Evident m | ab, deci ab/m € D. In plus ab/m este un divizor comun al lui a
si b. Deci (ab/m) | d, adica ab | dm. Asadar ab si dm sunt asociate. e

Teorema urmatoare cuprinde cateva proprietati ale celui mai mare divizor
comun.
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Teorema 96 Fie D = Z sau K[X] si fie a,b,c € D\ {0}.
(a) Daca d = (a,b), atunci exista o',V € D astfel incit d = aa’ + bb'.
(b) a,b sunt relativ prime daca si numai dacd ezista a’,b' € D astfel incat
1 =ad +0bb.
¢) Daca d = (a,b), atunci a/d, b/d sunt relativ prime.
d) (ac,bc) si (a,b)c sunt asociate.
Daca a,b sunt prime cu c, atunci ab este prim cu c.
) Dacd a | be si a este prim cu b, atunci a | c.

Demonstratie. Afirmatia (a) rezulta din pct. (a) al Teoremei 95, (b)
rezulta din (a), iar (¢) rezulta din (a) si ().

(d). Fie d = (a,b). Cf. Teoremei 95, aD +bD = dD. De aici rezulta usor
ca acD + beD = edD, deci cd = (ac, be).

(e). Cum a,b sunt prime cu ¢, putem scrie 1 = au + cv, 1 = bu’ + v’ cu
w,u/,v,v" € D. Inmultind aceste relatii avem 1 = ab(uu/) 4 c¢(bu'v + auv’ +
cvv'), deci ab este prim cu ¢, cf. (b).

(f). Din (d) rezulta ca (ac, be) si ¢ sunt asociate. Cum a | ac si a | be,
deducem ca a | c. o

Fie D = Z sau K[X]. Definitia cmmdc/cmmme data inaintea Teoremei
93, se poate extinde cu usurinta de la doua elemente la un numar finit de
elemente din D. Fie aq,...,a,,d € D, n > 2. Spunem d este un cmmdc al
elementelor ay, ..., a, daca d | a; pentrui = 1,...,n gi d se divide cu orice alt
divizor comun al elementelor a4, ..., a,. In acest caz vom scrie d = (ay, ..., ay,).

De asemenea, m este un cmmmc al elementelor ay, ..., a,, daca a; | m pen-
trui=1,...,n si m divide orice alt multiplu comun al elementelor ay, ..., a,.
In acest caz vom scrie m = [ay, ..., ay).

Teorema 95 se poate extinde in modul urmator.

Teorema 97 Fie D = 7Z sau K[X] ¢i fie a1,...,a, € D cun > 2. Atunci
(a1, ..., ap) §ilaq,...,an| existd si au loc egalitatile:

(a) 1D+ ---+a,D = (ay,...,a,)D,

(b) DN ---Na,D = [ay,...,a,]D, si

(¢) (a1, ....,a,) = (a1, (az, ..., a,)).

Demonstratie. Pentru (a) si (b) se adapteaza demonstratia Teoremei 95.

Vom ilustra demonstratia lui (¢) pe cazul n = 3. Fie a,b,c,d,e € D astfel
incat d = (b, c) si e = (a,d). Aratam ca e = (a, b, c¢). Din relatiile e | a, e | d,
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d|bsid]|c, rezulta ca e este un divizor comun al elementelor a, b, c. Acum
fie f un divizor comun al elementelor a,b,c. Deducem ca f | d si f | a, deci

fle. o

5.2 Numere prime, polinoame ireductibile

Un numar intreg p # 0, &1 se numeste numdar prim daca p nu se poate scrie ca
produsul a doua numere intregi diferite de 41, alfel zis, daca p nu are decat
divizorii +1, 4+p. Un numar intreg diferit de 0, +1 si neprim se numeste
numar compus. De exemplu, 3, —7, 17 sunt numere prime in timp ce —21,
15, 60 sunt compuse.

Conceptul omolog in K[X]| celui de numar prim este cel de polinom ire-
ductibil. Un polinom neconstant (adica de grad > 1) f € K[X] se numeste
polinom ireductibil daca f nu se poate scrie ca produs de doua polinoame
neconstante, alfel zis, daca f nu are decat divizorii a si af cua € K*. Un poli-
nom neconstant non-ireductibil se numeste polinom reductibil. De exemplu,
in Q[X], X este ireductibil, X? este reductibil iar problema (i)reductibilitatii
lui 3 nu se poate pune.

Teorema 98 In K|[X],

(a) polinoamele de gradul 1 sunt ireductibile,

(b) un polinom ireductibil de grad > 2 nu are radacini in K, si

(¢) un polinom de grad 2 sau 3 este ireductibil daca i numai dacd nu are
radacing in K.

Demonstratie. (a) este evidenta. (b) si (¢) rezulta din urmatoarele ob-
servatii. Un polinom are un factor aX + b de gradul 1 daca gi numai daca
are radacina —b/a € K. Pe de alta parte, un polinom de grad 2 sau 3 este
reductibil daca si numai daca are un factor de gradul 1. e

De exemplu, X? — 2 este polinom ireductibil in Q[X] neavand radacini
in Q, dar reductibil in R[X], X% -2 = (X + v2)(X — v/2). Polinomul
(X?241)(X?+2) este reductibil in Q[X] dar nu are rddacini in Q. Polinoamele
de grad 2 sau 3 ireductibile din Z,[X] sunt cele fara ridacini in Zo: X2+ X +1,
X+ X +1s1 X3+ X2+1. X* 4+ X 4 1 este ireductibil in Z,[X] deoarece
nu are radicini i nu este patratul lui X2 4+ X + 1.
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Fie D = Z resp. K[X], p € D un numar prim resp. polinom ireductibil
si a € D. Din definitii, rezulta ca p | a sau (a,p) = 1.

Teorema 99 Fie D = Z sau K[X] si p € D un element nenul §i nein-
versabil. Atunci p este prim in cazul D = 7 resp. ireductibil in cazul
D = K[X] daca si numai dacd satisface conditia:

a,beD giplab=p|a saup]|b.

Demonstratie. Presupunem ca p este prim in cazul D = Z resp. ire-
ductibil in cazul D = K[X]. In plus, presupunem ca p nu divide pe a. Cum
p este numar prim resp. polinom ireductibil, rezulta ca (p,a) = 1. Cf. teo-
remei 96, p | b. Reciproc, sa presupunem ca p este numar compus. Deci
p=abcua,beZgl<]allbl <|p|. Atunci p|abdarp fasip [b De
asemenea, sa presupunem ca p € K[X] este polinom reductibil. Deci p = ab
cua,b € K[X] 510 < grad(a), grad(b) < grad(p). Atunci p | ab dar p fa si
p /b e

Teorema 100 (Euclid)

(a) Orice numar intreg diferit de 0, 1 se poate scrie ca produs de numere
prime.

(b) Orice polinom neconstant f € K[X] se poate scrie ca produs de poli-
noame ireductibile.

Descompunerile de la (a) si (b) sunt unice (vezi Teorema 102).

Demonstratie. (a). Presupunem ca exista intregi diferiti de 0, +1 care nu
se pot scrie ca produs de numere prime. Fie N cel mai mic intreg pozitiv cu
aceasta proprietate. Cum N nu este prim, putem scrie N = abcu 1l < a,b <
N. Datorita alegerii lui NV, numerele a si b se pot scrie ca produs de numere
prime. Dar atunci si N = ab este produs de prime, contradictie.

(b). Adaptam demonstratia de la (a). Presupunem ca exista polinome
neconstante care nu se pot scrie ca produs de polinoame ireductibile. Fie
H un astfel de polinom de grad minim. Cum H nu este ireductibil, putem
scrie H = fg cu f, g polinoame neconstante de grade strict mai mici decat
gradul lui f. Datorita alegerii lui H, polinoamele f si g se pot scrie ca produs
de polinoame ireductibile. Dar atunci si H = fg este produs de polinoame
ireductibile, contradictie. e
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Din teorema precedenta rezulta ca a,b € Z sunt prime intre ele daca si
numai daca nu au un divizor prim comun. O afirmatie similara are loc in

K[X].

Teorema 101 (Euclid)
(a) Multimea numerelor naturale prime este infinitd.
(b) Multimea polinoamelor unitare ireductibile din K[X] este infinita.

Demonstratie. (a). Negam. Fie pq, ..., p, multimea numerelor naturale
prime. Consideram numarul N = p; ---p,+1. Atunci N nu se divide cu nici
un numar prim p;, contradictie.

(b). Daca K este corp infinit, putem folosi polinoamele ireductibile X —a
cua € K. In cazul K corp finit se reitereazi rationamentul de la (a). o

Teorema 102 (a) Orice numar intreg N diferit de 0, £1 se scrie in mod
unic sub forma N = £p{*---p% unde p,...,ps sunt numere prime pozitive
distincte $i a,...,05 > 1.

(b) Orice polinom neconstant F' € K[X| se scrie in mod unic sub forma
F =ani' -7 unde a € K*, my,...,ms sunt polinoame ireductibile unitare
distincte si a,...,05 > 1.

Demonstratie.

(a) Existenta scrierii a fost demonstrata in teorema 100. Probam unic-
itatea. E clar ca semnul "4" este unic determinat fiind semnul lui N. Fie
N = j:qf1 . -qft o alta scriere a lui N cu ¢q,...,q; numere prime pozitive dis-
tincte si fq,...,0s > 1. Facem inductie dupa M = aq + - - - s afirmatia fiind
evidenta pentru M = 1. Presupunem M > 1. Cum ps | N i N = £¢; - - - ¢4,
din teorema 99 rezulta ca p, divide unul dintre prime numerele g;, sa zicem
pe ¢;. Deci ps = ¢. Simplificand p, din egalitatea p{*---p% = ¢|" - ~~qtﬁt
obtinem p{* - - p2~1 = qfl e qft_l. Din ipoteza de inductie rezulta ca s = t,
si, dupa o eventuala renumerotare, p; = ¢; si o; = 3; pentrut =1,...,5 — 1,
siag—1=ps—1. Deci ay = ;.

(b) Se adapteaza rationamentul precedent. e

Teorema urmatoare este numita Teorema Fundamentala a Algebrei.

Teorema 103 (D’Alembert-Gauss) Orice polinom neconstant f € C[X]| are
cel putin o radacina in C.
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O demonstratie se poate gasi in [5, teorema IX.3.4]. Din teorema rezulta
ca polinoamele ireductibile din C[X] sunt polinoamele de gradul 1.

Corolarul 104 Polinoamele ireductibile din R[X] sunt polinoamele de gradul
1 si cele de gradul dotv fara radacini reale.

Demonstratie. Fie f € R[X] de grad > 3 si fie @ € C o radacina a lui f.
Daca a € R atunci f este reductibil. Daca nu, rezulta ca f are si radacina
@. Atunci f se divide in C[X] si R[X] (observatia 92) cu (X — a)(X — @),
deci f este reductibil. e

Deducem urmatorul corolar.

Corolarul 105 (a) Orice polinom neconstant f € C[X| se scrie in mod unic
sub forma f = a(X —ay)™ -+ (X —ay)™ cua € C, ay,...,as € C distincte,
$t My,...,ms > 1.

(b) Orice polinom neconstant f € R[X] se scrie in mod unic sub forma
f=aX —a))™ (X —ag)™n* -1 cua € R, ay,...,as € R distincte,
m1,...,m € R[X] sunt polinoame unitare de gradul doi distincte fara radacini
reale st mq,...,Mg, Ny,...,ny > 1.

InZ si K[X] emmdec §i cmmmec se pot calcula cu ajutorul descompunerii
in produs de factori primi (ireductibili).

Lema 106 Fie a = £p{*---p% unde pi,...,ps sunt numere prime pozitive
distincte si o; > 1 pentru i = 1,...,s. Atunci divizorii intregi ai lui a sunt de
numerele forma ¢ = £pi* -+ p¥ unde 0 < ; < oy pentrui=1,...,s.

Demonstratie. Fie a = be o factorizare a lui a cu b,c € Z. Din Teo-
rema 102, factorii primi din descompunerea lui b gi ¢ sunt dintre pq,...,ps.
Deci putem scrie b = ip’fl copPigic = 4p'---pl. Din a = bc obtinem
pit e pds = pitn. -p2t7. Din Teorema 102 rezulta ci a; = 3;+; pentru
1=1,...,5. @

Se poate demonstra o lema analoga pentru K[X].

Teorema 107 Fie a = +p{*---p% si b = £pi'---p% unde py,...,ps sunt
numere prime pozitive distincte iar o;, B; > 1, pentrui=1,...,s. Atunci

(&) (&7 b) _ p;mn(al,ﬁl) . _p;nin(ozs,ﬁs) si

(b) [a7 b] _ prlnax(m,ﬂl) . _p;naa:(as,ﬂs)'
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Demonstratie. (a). Cf. lemei anterioare, divizorii comuni ai lui a i b au
forma +p]* - - p¥ cu v; < min(ay, 5;) pentru i = 1, ..., s. De aici rezulta (a).
(b). Din teorema 95, [a,b] = Fab/(a,b). Folosind (a), deducem |[a,b] =

max(o,581) . mazx
1

"
B)=a+[. e

(@s,85) " deoarece, pentru orice o, B € N, min(a, 8)+max(a,

Proprietatea analoga pentru K[X] este

Qs

Teorema 108 Fie f = an{' - 7% si g = bry' -+ 7% unde a,b € K*,
T1,...,Ts sunt polinoame ireductibile unitare distincte din K[X]| si oy, 5; > 1
pentru i =1,...;s. Atunci
a =T ’ ce T in(as,Bs Z
(a) (frg) = "2 printos)
b = ﬂ_maa:(ochﬁl) SN ﬂ.max(as,ﬁs)'
y g 1

s

Demonstratie. Se adapteaza demonstratia precedenta. e

5.3 Complemente

Teorema 109 Fie K un corp si f € K[X]| un polinom ireductibil. Atunci
inelul factor k[X]/(f) este corp.

Demonstratie. Un element nenul din K[X]/(f) se scrie sub forma § cu
g € K[X] nedivizibil cu f. Cum f este ireductibil, rezulta ca f, g sunt relativ
prime. Cf. teoremei 96, putem scrie ff; +gg1 = 1 cu f1, g1 € K[X]. Deci

ggi=1 e

Morfismul (injectiv) de corpuri o : K — K[X]/(f), a(a) = @, ne permite
sa identificam pe K cu un subcorp al lui K[X]/(f) prin identificarea fiecarui
a€e K cga. Daca f iao+a1X t---+anX”, atunci f(/)\?) = a0+a1)?+
ot a, X" =ag+ a1 X+ +a, X" :]?:6. Deci este X o radacina a lui
f in corpul K[X]/(f).

Teorema 110 (Lema lui Kronecker). Fie K un corp si f € K[X] un poli-
nom de grad > 1. Atunci exista un corp L care il contine pe K astfel incat
f are o radacina in L.
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Demonstratie. Inlocuind pe f cu un factor ireductibil al sau, putem pre-
supune ca f este ireductibil. In acest caz teorema a fost deja demonstrata in
paragraful anterior teoremei. o

Q|[X] poseda polinoame ireductibile de orice grad. De exemplu, polinomul
X™ — 2 este ireductibil, pentru orice n > 1, dupa cum rezulta din urmatorul
criteriu de ireductibilitate.

Teorema 111 (Criteriul lui Eisenstein). Fie h € Z[X] un polinom necon-
stant unitar. Presupunem ca exista un numdar prim p astfel incat p divide
toti coeficientii lui h, cu exceptia coeficientului dominant, iar p* nu divide
termenul liber al lui h. Atunci h este ireductibil in Q[X].

Demonstratie. Negam. Deci exista f, g € Q[X] polinoame unitare necon-
stante astfel incat fg = h. Aratam ca f,g € Z[X]. Fie a,b numere naturale
nenule minime cu proprietatea af,bg € Z[X|. Presupunem ca ab # 1 si fie g
un divizor prim al lui ab. Deoarece h € Z[X], ¢ divide abh in Z[X]. Fie af,
bg polinoamele obtinute din af resp. bg prin reducerea coeficientilor modulo
q. Rezultd ca (af)(bg) = 0 in Z,[X]. Cum Z,[X] este domeniu, unul din
factori, sa zicem af, este nul. Rezulta ca toti coeficientii lui af, deci si coe-
ficientul dominant a, sunt divizibili cu ¢, deci (a/q) f € Z[X], In contradictie
cu alegerea lui a. Rezulta ca a = b =1, deci f, g € Z[X].

Fie f, g polinoamele obtinute din f resp. g prin reducerea coeficientilor
modulo p. Rezultd ca fg = X" in Z,[X], unde n este gradul lui h. Deducem
ca f = X®si g = X, unde s, t sunt gradele lui f resp. ¢g. Deci termenii liberi
ai lui f si g se divid cu p. In consecinta, termenul liber al lui h se divide cu

p?, contradictie. e

Fie polinomul f = (X°—1)/(X —1) = X*+ X3+ X? + X + 1. Aplicand
criteriul lui Eisenstein polinomului g = f(X+1) = X14+5X3+10X%+10X +5,
pentru p = 5, deducem ca g este ireductibil in Q[X]. Deci f este ireductibil

in Q[X].

5.4 Exercitii

139. Calculati (24, 54) in Z cu ajutorul algoritmului lui Euclid.



5.4. EXERCITII 99

140. Fie a,b € N si d = (a,b). Ardtati ca (X*—1,X°—-1) = X4 —11in
K[X], unde K este un corp.

141. Caleulati f = (XB 4+ X2 4. + X + 1, X+ X2+ 4+ X +1)in
QLX].

142. Calculati (X* —4X®+1, X% —3X?+1) in R[X].
143. Calculati (2™ —1,2" — 1) in Z.

144. Fie a,b, ¢, d € Z\ {0} astfel incat ab = cd. Aratati ca exista x,y,u,v €
Z astfel incat xy = ¢, wv =d, xu = a si yv = b.

145. Fie A un domeniu si 0 # a,b € A astfel incat Aa + Ab = Ad. Aratati
cad=(a,b).

146. Fie K un corp si 0 # f,g € K[X] astfel incat f | ¢*> | f2] g* | ... .
Aratati ca f, g sunt asociate.

147. Ardtati ¢ numerele F,, = 22" + 1 (numite numerele Fermat) sunt

relativ prime doua cate doua. Deduceti ca exista o infinitate de numere
prime. (Indicatie. FoF1Fy---F, 1 = F, — 2).

148. Aritati ca F,, = 22" 41 este numér prim pentru n = 0, 1, 2, 3 si compus
pentru n = 5. (Indicatie. Folosind egalitatile 641 = 5-27 +1 = 5% + 24
rezulta ca Fj se divide cu 641).

149. Calculati (X2 —1)Q[X]N(X?—1)Q[X] si (X?—1)Q[X]+(X*—1)Q[X].

150. Calculati (f,g) si [f,g] in Q[X] pentru f = (X — 1)(X? — 1)(X® —
DX*=1)sig=(X+D(X>+1)(X3+1)(X*+1).

151. Descompuneti polinomul X™ — 1, 1 < n < 6, in produs de polinoame

ireductibile in Q[X], R[X], C[X].

152. In ce caz este polinomul X®™ 4+ X37+1 4 X342 ¢ Q[X] divizibil cu
X%+ X% +1 7 (Indicatie. Descompuneti polinomul X4+ X2 + 1.)

153. Gasiti polinoamele ireductibile de grad < 5 din Zy[X].
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154. Descompuneti polinomul X' + 1 in produs de polinoame ireductibile
in Zo[X].

155. Descompuneti polinomul X% — X% — X7 + 1 in produs de polinoame
ireductibile in Z;[X]. (Indicatie. Folositi morfismul lui Frobenius.)

156. Gasiti polinoamele ireductibile de grad < 2 din K[X], unde K este
corpul {0,1,z,2+ 1}, unde 1 +1=05i 2* = 2 + 1.

157. Sunt corpurile Zy[X]/(X? + X + 1), Zo[X]/(X? 4+ X2 + 1) izomorfe ?
158. Fie K un corp si f, g, h € K[X] polinoame. Aratati ca

£, 9, hI*(f.9)(g, B)(f. 1) = (f, 9, h)*[f. gllg. RILS. P).

159. Aritati c& pentru orice numér prim p, polinomul f = X? — X +1 €
Z,X] este ireductibil.

160. Fie £ un numar intreg # 0, +1 liber de patrate gi n un numar natural
nenul. Aratati ca polinomul X™ — k este ireductibil in Q[X].

161. Fie K un corp, f € K[X] un polinom neconstant si a,b € K, a # 0.
Aratati ca f este ireductibil < f(aX + b) este ireductibil.

162. Fie n un numér natural nenul. Aratati ca polinomul f = X?" 41 este
ireductibil in Q[X]. (Indicatie. Se considera f(X + 1).)

163. Fie p un numar natural prim. Aratati ca polinomul f = X?P~1 4 XP~2 4
... + X + 1 este ireductibil in Q[X]. (Indicatie. Se considera f(X + 1).)



Capitolul 6

Polinoame simetrice

In aceast capitol se prezinta teorema fundamentala a polinoamelor simetrice.

6.1 Inelul polinoamelor simetrice

Fie A un inel comutativ i n > 1. Un polinom f € A[Xj, ..., X,,] se numeste
polinom simetric daca f ramane neschimbat dupa orice permutare a nede-
terminatelor X, ..., X,,, adica

f(Xo@ys o Xow)) = f(Xi,..., Xy,) pentru orice o € S,,.

Polinoamele constante sunt evident simetrice. Deoarece orice permutare din
Sy, este un produs de transpozitii (teorema 51), rezulta ca un polinom este
simetric daca si numai daca f este invariant la orice transpozitie (X;, X;) a
nedeterminatelor Xy, ..., X,,. Polinoamele

51 e X1+...+Xn
S9 = X1X2+X1X3+"'+Xn_1Xn

Sp = Xan

sunt simetrice deoarece s; este suma tuturor produselor de k nedeterminate
distincte din multimea X7,...,X,,. Ele se numesc polinoamele simetrice fun-
damentale. Polinomul f = X; + X2 nu este simetric deoarece f(Xs, X;) =
X? + Xy # f. Daca schimbam intre ele doud nedeterminate in polinomul
g = (X1 — Xo)(X2 — X3)(X35 — X3), atunci g 1si schimba semnul. Deci g este
simetric daca si numai daca inelul A este de caracteristica 2.

101
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Teorema 112 Multimea polinoamelor simetrice formeaza un subinel al in-
elulut A[X, ..., X,).

Demonstratie. Fie f, g polinoame simetrice. Avem de aratat ca f + g si
fg sunt de asemenea simetrice. Fie o € S,,. Atunci (fg)(Xoq), .., Xom)) =
F(Xo@)s - Xom)9(Xoq), s Xom)) = fg. Deci fg este simetric si la fel se
arata ca f — g este simetric. o

In consecinta, ¢(si, sa,...,S,) este polinom simetric pentru orice g €
AlYy, ..., Y,]. Vom ardta ca orice polinom simetic se poate scrie astfel i
cd scrierea este unicd. De exemplu, X7 + X3 + - + X2 = s? — 2s5. Sunt
necesare unele pregatiri.

Definim ordinea lexicograficd pe multimea monoamelor din A[X7, ..., X,,].
Fie M = aX ... X" i N = bX{*--- XJ» doud monoame nenule. Spunem
ca M este strict mai mare ca N in ordinea lexicografica, si scriem M > N,
daca exista k, 1 < k < n, astfel incat i; = jq,...,05 = Jr Si tpr1 > Jrr1. Altfel
spus, M > N daca prima componenta nenula a vectorului (i; — j1, ..., in — Jn)
este > 0. Vom scrie M > N daca M > N sau M este asemenea cu N.

Se observa analogia cu modul de ordonare a cuvintelor intr-un dictionar:
e ca gl cum am compara cuvintele (i1, ...,4,) $i (j1, .., Jn)-

De exemplu, XF > X! & k> 151 X7 > X1 Xy > X1 X3 > X2 > XoX3 >
X2,

Teorema 113 Fie M, N, P,Q patru monoame nenule. Atunci

(a) M > N sau N > M.

(b) Daca M > N si N > P, atunci M > P.

(¢) Daca M > N si N > M, atunci M si N sunt asemenea.

(d) Daca M > N, P> Q si MP,NQ # 0, atunci MP > NQ.

La (b) si (d), daca una din inegalitatile din ipoteza este strictd, atunci gi
inegalitatea din concluzie este stricta.

Demonstratie. (a) si (c) rezultd din definitie. Fie M = aX{'--- X,
N = bX]' - Xin, P = ¢XP.o. Xk g Q = dX!'-.. X" (b). Putem
presupune ca M > N si N > P altfel afirmatia e clara. Atunci vectorii
(11 = J1y ey bn — Jn) $t (J1 — k1, -, ju — kn) au prima componenta nenula > 0.
Rezulta ca si suma lor (iy —ky, ..., i, — ky,) are prima componenta nenula > 0,
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deci M > P. (d). Tratam cazul M > N gi P > @, celelalte se probeaza
analog. Atunci vectorii (i1 — ji, ..., in — jn) $i (k1 — U1, ..., Ky — I,,) au prima
componenta nenula > 0, deci gi suma lor (i1 +j3 — k1 — 1, ..o, bn + Jn — kn — 1)
are prima componenta nenula > 0, adica MN > P(Q). e

In anumite privinte, ordinea lexicografica se comporta similar relatiei de
ordine pe multimea numerelor naturale.

Teorema 114 Orice sir strict descrescator de monoame din A[X, ..., X,]
este finit.

Demonstratie. Facem inductie dupa n, pentru n = 1 proprietatea fiind
clara. Fie n > 2 gi presupunem ca exista un gir infinit strict descrescator
de monoame M; > My > Mz > ---. Izoland in fiecare monom M; nede-
terminata X, obtinem X{'N; > XN, > X}*N3 > ---, unde N; sunt
monoame in nedeterminatele Xo, ..., X,,. Rezulta ca iy > iy > i3 > ---,
deci exista s astfel incat ¢ = is pentru orice k£ > s. Rezulta girul infinit
Ns > Ngy1 > Ngio > - -+ in contradictie cu ipoteza de inductie.

Fie f un polinom nenul. Numim termen principalal lui f, si-1 notam 7T'(f),
cel mai mare monom al lui f in ordinea lexicografica. De exemplu, T'(s;) =
Xj. Pentru polinoame intr-o singura nedeterminata, termenul principal este
chiar monomul dominant.

Teorema 115 Dacd a X' X3 --- X'n este temenul principal al unui polinon
simetric, atunci iy > 19 > -+ > iy,

Demonstratie. Fie f un polinom simetric si N = bX7' X7 <+ XJnun
monom nenul al sdu. Fiind simetric, f contine odata cu N toate monoamele
X7V X)y? Xy ™ o e S,y Intre acestea, cel mai mare in ordinea lexi-
cografica este cel pentru care jo(1) > Jjo(2) = *** = Jo(n)- ®

In particular, pentru polinoamele simetrice fundamentale avem T'(s;) =
X X, 1<k <n.

Teorema 116 Fie f,g € A[X}, ..., X,)] doud polinoame nenule. Daca
T(f)T(g) #0 (e.g., daca A este domeniu), atunci T(fg) = T(f)T(g).
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Demonstratie. Scriem f = Mo+M+- - -+ M, si g = No+Ni+---+N; unde
My =T(f) si No =T(g), M, ..., M} sunt monoame strict mai mici ca T'(f)
si N1, ..., N; sunt monoame strict mai mici ca T'(g). Rezulta fg = >, ; M;N;
suma in care MoNy = T(f)T(g) este strict mai mare decat toti ceilalti ter-
meni M;N;, cf. teoremei 113. Deci T'(fg) =T (f)T(g). ®

6.2 Teorema fundamentala

Teorema 117 (Teorem fundamentala a polinoamelor simetrice.) Orice poli-
nom simetric f € A[Xy, ..., X, se scrie in mod unic ca expresie polinomiald
cu coeficienti in A de polinoamele simetrice fundamentale sq,...,s,, adicd
exista gi este unic un polinom g € A[Y1, ..., Y,| astfel incat f = g(s1, ..., Sn)-

Existenta lui g rezulta din urmatorul algoritm (unicitatea lui g va fi probata
ulterior).

Algoritmul 118 (Exprimarea unui polinom simetric in functie de polinoamele
simetrice fundamentale).

Input: f € A[X;, ..., X,] polinom simetric.
Output: g € A[Y1,...,Y,] astfel incat f = g(s1, ..., $n).

g:=0; h:=f;

while( h #0 ) do

begin
aXiXe.. X = termenul principal al lui h;
hi:=h—as} 2sp™. .. T ngin,
9= g+ aY{! TRy LYY

end.

Corectitudinea algoritmului rezulta din urmatoarele observatii. Cf. teo-
remei 112, h ramane simetric in timpul desfagurarii algoritmului. Rezulta ca
T(h) = aXi* X5*--- X! are proprietatea iy > iy > -+ > iy, cf. teoremei 115.

: . iy in—is ind—in i e i1 —ig g —i: in_1—i
Deci, au sens expresiile asj' 253 "3 - - sn”_f Ty slaY) YR y,»t
Yn. Cf. teoremei 116, asy'™2sy? ™" .- - 5"~ """ s’ are termenul principal

aXiilf’iQ (XlXQ)iz—is v (X e Xnil)in—lfin(Xl .. .Xn)in — aXleé"’ .. XTZLn
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Deci la fiecare parcurgere a buclei while, T'(h) scade strict. In consecinta,
bucla while se parcurge doar de un numar finit de ori, cf. teoremei 114. In
fine, se observa ca dupa initializarile g := 0, h := f, avem f = h+g(s1, ..., $pn),
egalitate ce se pastreaza dupa fiecare parcurgere a buclei while. La sfargit
vom avea h = 0, deci f = g(sq,...,5,). ®

De exemplu, pentru f = X7 + --- + X2, variabilele algoritmului iau val-
orile urméatoare: h = f, —2s1,0, T'(h) = X7, —2X Xy 51 g = 0, Y, Y — 2Y5.
Adica f = s? — 2sy.

Demonstratia unicitatii lui g. Fie g,g € A[Y1,...,Y,] distincte; deci
G :=g—g #0. E suficient sd aratam ca G(sy, ..., s,) # 0. Fie G = ¥F | M;
scrierea canonica a lui G ca suma de monoame. Atunci G(sy,...,$,) =
SF  Mi(s1, ..., 8p) # 0, deoarece polinoamele M;(sy, ..., s,) au termenii prin-
cipali monoame neasemenea doud cate dous. Intr-adevir, fie

M = CLYf’lYQiQ . ‘Y’r'fn’ N = bYljlY2j2 . .an

douad monoame nenule neasemenea astfel incat M (sy, ..., s,) §1 N(s1, ..., $,) au
termenii principali monoame asemenea. Cum M (s, ..., S,) = asi'sg - s
are termenul principal

aXfl (Xng)ZQ c. (Xl .. ,Xn)ln — aX{l+"‘+7an§2+"’+7fn .. _X'ln'i"bnle;«Ln

n—1

iar N(sy,...,S,) are termenul principal

Jittin yrj2ttin Jntin-1 5]
bXy X3 P Gl €4
rezulta ca i, = i, ip_1 = Jn_1,--,01 = J1, deci monoamele M, N sunt

asemenea, contradictie.

Teorema 119 Componentele omogene ale unui polinom simetric sunt poli-
noame simetrice.

Demonstratie. Fie f € A[Xy, ..., X,] un polinom simetric si fie fo, ..., fx
componentele sale omogene. Daca o € S, si notam f;(Xo (1), ..., Xom)) cu f7,
obtinem f7 = f§+ f7 +---+ f7. Cum f7 este polinom omogen de grad j si
J = /7, deducem ca f7 = f; pentru orice j si orice permutare o. Deci fiecare
componenta omogena f; este polinom simetric.
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Rezulta ca algoritmul 118 poate fi "rulat” separat pentru fiecare compo-
nenta omogena a unui polinom simetric. Presupunem ca in algoritmul 118,
f este simetric gi omogen de grad k. Se observa ca, in timpul desfagurarii
algoritmului, h este omogen de grad k sau nul. Mai mult, termenul princi-
pal al lui h este mai mic decat termenul principal al lui f. Deci f este o
sumi de “monoame” de tipul s sy -5 T s cu iy - 44y, = K,
iy > dg > oo >y 5t XJP oo X < T(f). Coeficientii a, pot fi determinati
dand valori particulare nedeterminatelor Xy, ..., X,,.

De exemplu, fie f = (X7 + X5)(X;1 + X3)(Xo + X3). f este simetric si
omogen de grad 3 si T'(f) = X7 X,. Tripletele (iy,2,143) ce verifica conditiile
precedente sunt (2,1,0) si (1,1,1). Deci f = s 'sy sy + as; 'sy ‘sl =
5189 +asz. Facand X; = Xy = X3 =1, gasim 94+ a = 8, adica a = —1. Deci
f — 81859 — S3.

Lema 120 Fie f € A[Xy,..., X,,] un polinom omogen si simetric de grad k
cul <k <n. Atunci f(X,..., X3, 0,...,0) #0.

Demonstratie. Fie M = aXP'X2.. - X' termenul principal al lui f.
Atunci iy, > iy > -+ > i,, cf. teoremei 115. Cum i; + -+, = k si
k < n, rezulta i1 = --- =i, = 0. Deci M ramane nenul dupa anularea

nedeterminatelor Xy, 1,...,X,, adica f(Xj,..., Xs,0,...,0) #0. o
Teorema 121 (Formulele lui Newton). Fie polinoamele
ph=XP+XE 4 X k>
si fie $1,...,5, € A[Xq, ..., X;,] polinoamele simetrice fundamentale. Atunci
Pk — S1Dk—1 + SaDk—2 — -+ + (=1)"Sypr—n = 0 pentru k > n (6.1)
St
Pr—S1Pk—1+ -+ (=1 s _1pi+(—=1) ks, = 0 pentru 1 < k <n—1. (6.2)

Demonstratie. Fie k > n gi fie g € A[Xy,...,X,,,Y], g = (Y — X7)(Y —
Xs) -+ (Y — X,,). Din relatiile lui Viete

g=Y" =5 Y 4 Y — o (1),
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Cum fiecare X; este radacina a lui g, deducem ca
X' — s X b s X2 — o (1), = 0.
Prin inmultire cu X" rezulta
XF b s XF s X2 (1), X =0

Adunand aceste relatii pentru ¢ de la 1 la n obtinem formula (6.1). Pentru
k = n obtinem in A[X7, ..., Xi]

Pk — S1Pk1 + S2Pk—a — - + (= 1) ks = 0. (6.3)
Fie acum 1 < k <n — 1 gi presupunem ca polinomul
h=pp—sippa+ -+ (=D sp_1pr + (=1)"ksy,
este nenul. Atunci h este simetric si omogen de grad k. Din formula (6.3)

rezulta ca h(Xy, ..., Xk, 0,...,0) = 0, contradictie, cf. lemei 120. o

Din formulele lui Newton rezultd py = s? — 255, p3 = 85 — 35189 + 353,
Py = s‘ll — 4525y + 282 + 45153 — 4s4.

6.3 Exercitii

164. Fien > 1it, =&l +---€F unde ¢,...,&, sunt radicinile complexe de
ordinul n ale unitatii. Aratati ca tx = 0 daca n nu divide k si tx = n daca n

divide k.
165. Calculati suma cuburilor radacinilor ecuatiei 2% + 2%+ 222+ 2 +1 = 0.

166. Calculati sumele p, = 2% + ... + 2 1 < k < n, unde zy,...,z, sunt
radacinile ecuatiei ™ + x" /11 + 2772 /2 + -+ z/(n — 1) + 1/n! = 0.

167. Aranjati in ordine lexicografica monoamele de grad 6, Xi' X2 X% cu
iy > ig > 3.

168. Spunem ca doua multimi ordonate A si B sunt izomorfe daca exista
o bijectie cresciatoare f : A — B cu inversa f~! crescatoare. Este multimea

monoamelor unitare in nedeterminatele X, Y ordonata lexicografic izomorfa
cu (N, <) 7
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169. "Rulati” algoritmul din teorema fundamentala a polinoamelor simet-
rice pentru f = X3 4+ Y3 + 73

170. Exprimati polinomul f = (X; — X3)*(X, — X3)?(X; — X3)? in functie
de polinoamele simetrice fundamentale folosind metoda coeficientilor nede-
terminati.

171. Exprimati polinoamele f; = 3 X2X, X3, fo = 3> X2X2, f3 =Y X} X,
§i f1 =3 X?XZ in functie de polinoamele simetrice fundamentale.

172. Fie x1, x9, x3 rdicinile ecuatiei 23 + px + ¢ = 0. Calculati discrimi-
nantul ecuatiei D = (11 — x9)?(1y — x3)2(71 — x3)%.

173. Fie x1, xy, x5 radacinile ecuatiei 2® +pr+q = 0 5i fie € = (—14+14/3)/2.
Gasiti ecuatia de gradul doi cu radécinile y; = (21 + exo + €223)° si yp =
(r1+e%my+ex3)®. Rezolvati ecuatia 23+ pr+q = 0. Aplicatie: 234+6x+2 = 0.

174. Fie A C R[X, Y] subinelul polinoamelor simetrice. Aratati ca inelul
factor A/(X? + Y?) este izomorf cu R[X].



Capitolul 7

Determinanti

In acest capitol se definegte determinantul unei matrice patratice cu elemente
dintr-un inel comutativ si se trec in revista proprietatile determinantilor.
Se demonstreaza rezultate importante precum regula lui Laplace, regula lui
Cramer sau formula Binet-Cauchy.

7.1 Proprietatile determinantilor

Fie R un inel comutativ, n > 1 si fie A = (aij)1<ij<n € M,(R) o matrice
patratica de ordinul n cu elemente din R. Prin definitie, determinantul ma-
tricei A este elementul lui R

|A] .= Z 591(0)015(1)025(2) * * * Ano(n)- (7.1)
gESy
Expresia anterioara se mai numeste dezvoltarea lui |A|. Pentru n = 1,
|A| = a1, iar pentru n = 2, |A| = a11a92 — aj2a9;. Cazul n = 3. Permutarile
de grad 3 sunt I, (123), (132) (permutari pare) si (12), (13), (23) (permutari
impare), deci

|A| = 11022033 + 12023031 + A13Q21A32 — 12021033 — 013022031 — A11023032.

Fie B = (b;j)i<ij<n € M,(R) o matrice superior triunghiulara, adica
bij = 0 pentru j < 4. Atunci biy(1)bas(2) - - * bnom) # 0 implica o(i) > i,
i=1,...,n,deci 0 = I. Deci |B| = by1bas - - - byy. Un rezultat similar are loc
pentru matricele inferior triunghiulare, in particular pentru cele diagonale.

Pentru simplificarea limbajului, prin linia (coloana) ¢ a determinantului
|A|, vom intelege linia (coloana) ¢ a matricei A.

109
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Teorema 122 (Proprietati ale determinantilor).

(a) O matrice are acelagi determinant cu transpusa sa.

(b) Un determinant cu o linie nula este nul.

(¢) Daca inmultim o linie a unui determinant cu un element A € R,
determinantul se inmulteste cu A.

(d) Daca o linie a unui determinant |A| are forma (by + ¢1, ..., by + ¢5),
atunci |A| = |B| 4+ |C|, unde |B| resp. |C| sunt determinantii obtinufi din
|A| inlocuind linia respectiva cu (by, ..., b,) resp. (c1,...,¢n).

(e) Un determinant cu doud linii proportionale (e.g., egale) este nul.

(f) Daca intr-un determinant permutam doud linii, atunci determinantul
st schimba semnul.

(9) Un determinant nu se schimba dacd la o linie adunam o alta linie
immultita cu un element A € R.

(h) Proprietatile (b) — (f) au loc gi pentru coloane.

Demonstratie. Fie A = (a;;)1<ij<n € My (R).

(a). Inelul R fiind comutativ, putem ordona produsele A15(1)020(2) * * * Ano(n)
dupa indicele de coloana: a,-1(1y1a5-1(2)2 " * * dg—1(n)n- Tinand seama ca o per-
mutare are aceeasi signatura cu inversa sa, avem

Al =3 sgn(0™ " )ag-11)100-1(2)2 "+ Ag1(nyn =
O'ESn

= D sgn(T)ar()ir(z  + Aryn = ['Al.
TGSTL
(b) si (c) rezuta din faptul ca fiecare termen din (7.1) contine exact un
factor din linia 7 §i anume a;q(;).

(d). |A| = Z sgn(0)a1s1) - Gic10(i—1) (Do) + Co(i)) Git1o(i+1) = * * Ano(n) =
O’ES’n

= Z 5gn(0)a16(1) - * * i—10(i—1)Do (i) Qit10(i+1) * * * Cno(n) T
oESy

+ Y 590(0)a16(1) -+ Qim10(i-1)Coli)Git10(41) ** * Ano(m) = | B + |C].
0ESh
(e). Cf. lui (c), e suficient sa tratam cazul a doua linii egale, i fie acestea,
pentru simplitate, primele doua. Cum S,, = A,, U A,,(12) este o partitie a lui
Sy, avem
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Al = Y2 a1o(1)020(2) "+ Gnotn) = D A1o(2)020(1) " Gng(n) = 0
geA, cEA,
deoarece primele doua linii sunt egale.

(f). Pentru simplitate, consideram cazul cand se permuta primele doua
linii ale matricei A si fie D matricea astfel obtinuta. Remarcam ca functia
o 0(12) : S, — S, este bijectiva. Deci putem inlocui in formula (7.1), o
cu 0(12) si obtinem

|A| = — Z 5gn(0)A15(2)020(1) * * * Ano(n) = —| D).
gESy
(g9). Fie B matricea obtinuta din A prin adunarea la linia ¢ a elementelor
liniei j inmultite cu un element A € R. Aplicadnd proprietatea (d) pentru
linia 7 a matricei B obtinem |B| = |A| + A, unde A este un determinant cu
doua linii proportionale, deci A =0, cf. (e).
(h) rezulta din (a). e

Corolarul 123 Daca una din liniile (resp. coloanele) unui determinant este
combinatie liniara de celelalte linii (resp. coloane), atunci determinantul este
nul. In particular, dacd R este corp si |A| # 0, atunci lindile lui A (resp.
coloanele lui A) constituie o bazd a R-spatiului vectorial R™.

Demonstratie. Prima afirmatie rezulta din pct. (b), (d) si (h) ale teore-
mei. A doua rezulta din faptul ca n vectori din R" formeaza o R-baza a lui
R™ daca si numai daca nici unul din ei nu este combinatie liniara de ceilalti. o

Teorema 124 Fie A = (a;j)1<ij<n 0 matrice patratica de ordinul n cu ele-
mente din inelul comutativ R si p : R — S un morfism de inele. Aplicand
@ fiecarui element al lui A obtinem matricea B = (p(aij))1<ij<n. Atunci

e(A]) = [B|.
Demonstratie.

e(|A]) = o( Z 39”(0)%0(1)@20(2) s ana(n)) =
og€Sy

= Z SQH(U)SO(MU(1))<P(CL20(2)) T @(ana(n)) = ’B|-‘
ocESy
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Teorema 125 (Determinantul Vandermonde.) Fie R un inel comutativ si
ay,...,a, € R. Atunci

1 1 1
a a2 ap
2 2 2 _
aj as Ay | = H (a; aj)
. 1<j<i<n
n—1 n—1 n—1
a; Qo a,,

Demonstratie. Fie f determinantul din enunt (determinantul Vander-
monde). E suficient sa dam demonstratia in cazul inelului de polinoame
T = Z[Xy, Xy, ..., X,] pentru a; = X;, i = 1,...,n. Aceasta rezulta din teo-
rema anterioara aplicata morfismului de inele P(Xq, ..., X,,) — P(ay, ..., a,) :
T — R. Privit ca polinom in nedeterminata X,,, f are radacinile X1,....X,, 1,
deoarece un determinant cu doua coloane egale este nul. Conform teoremei
81, putem scrie f = (X, — X3)--- (X, — X,,_1)f1 cu f; € T. Cu acelasi
rationament, vedem ca f;, privit ca polinom in nedeterminata X, i, are
radacinile Xi,...,X,,_o. Putem scrie f = (X,, — X1) -+ (X,, — Xoo1)( X1 —
Xp) - (Xpo1 — Xp—2) fo cu fo € T. Continuand astfel obtinem

f=v ] (Xi—Xj).

1<j<i<n

Cum atat f cat si h = []j<j<;<n(X; — X;) sunt polinoame omogene de grad
1+2+---+n—1=n(n—1)/2 = C? rezultd ci b € Z. Deoarece monomul
X, X2 X"l apare in f si h cu coeficientul 1, rezultd cab=1. o
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7.2 Dezvoltari ale determinantilor.

Fie R un inel comutativ, n > 1 si fie A = (a;j)1<ij<n € M,(R) o matrice
patratica de ordinul n cu elemente din R. Fie 1 < m < n. Un minor
de ordinul m (pe scurt, m-minor) al matricei A (al lui |A|) este un sub-
determinant al lui |A| aflat la intersectia a m linii si m coloane ale lui |A].
Mai concret, m-minorul definit de liniile 1 < k) < ky < -+ < k,, < n i
coloanele 1 <[} <y < -+ <, < n este

Akl 0 Akl
M = .-

akmll e akmlm

Prin definitie, minorul complementar al lui M este (n — m)-minorul M
al lui A obtinut din |A| prin taierea liniilor 1 < k) < ko < -++ < kyp, < 10
si coloanelor 1 < [j < Iy < -+ < I, < n (convenim ca determinantul
vid sa insemne 1). Se vede ca M este atunci minorul complementar al lui
M. Complementul algebric M' al lui M este prin definitie (—1)°*M, unde
s=k+-+kn+lh+- -+, Fie (—1)'M complementul algebric al lui
M. Cum s+t = n(n + 1) = numar par, rezultd cd M are complementul
algebric (—1)*M. Complementul algebric al unui 1-minor |a;;| se mai numeste
complementul algebric al elementului a;;. Acesta este A;; := (—1)"7 D, unde
D este minorul obtinut din |A| prin taierea liniei ¢ gi coloanei j.

Teorema 126 (Regula lui Laplace de dezvoltare a unui determinant).
In matricea patratica A = (aij)1<ij<n cu elemente din inelul comutativ R,

fixzam linvile 1 < ky < ko < -+ < ky, < n. Fie I' multimea m-minorilor lui
A cu elemente din liniile fizate ky,ks,...,k,,. Atunci
|A| = Z MM’
Mer

altfel zis, |A| este egal cu suma tuturor produselor dintre M si complementul
sau algebric, cand M parcurge mulfimea m-minorilor lui A cu elemente din
lintile fixate. Un rezultat similar are loc pentru coloanele lui A.

De exemplu, dezvoltand determinantul urmator dupa primele doua linii
obtinem

Ol —= O =
DN = O
~N W O =
0 =~ NN O

I

—

|

[S—

N—

(e}
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— 4-8+12—-8= -8

10H12|
Vom demonstra teorema ulterior. In cazul m = 1 obtinem exprimarea

|A| = a1 Agr + akoAka + -+ - + @pnAin

numita dezvoltarea determinantului dupa linia k, unde A;; este complementul
algebric al elementului a;;. Analog, obtinem exprimarea

|A| = a1 A1k + ok Aok + -+ - + QppAnk

numita dezvoltarea determinantului dupa coloana k.
Matricea adjuncta a lui A, notata A*, este transpusa matricei obtinute
din A prin inlocuirea fiecarui element a;; cu complementul sau algebric

Aij. De exemplu, adjuncta lui ( a b este d —b , lar adjuncta
c d —Cc a
a b c ei — fh  —(bi—ch) bf —ce
lui | d e f |este| —(di—fg) ai—cg —(af —cd)
g h i dh—eg —(ah—bg) ae—bd

Teorema 127 Fie A = (a;;)1<ij<n 0 matrice patratica cu elemente din in-
elul comutativ R st fie 1 < k1 <n fizrate. Atunci

ap1An + ape A + -+ - + apn A = ol Al

$1

argAy + agpAo + - -+ anp A = O] Al
unde A;; este complementul algebric al elementului a;j iar oy este simbolul
lur Kronecker. In particular

AA* = A*A = |A|L,.

Demonstratie. Probam prima relatie. Cazul £ = [ a fost explicitat mai
sus, deci putem presupunem k # [. d = apA; + apeAp + - + ap A
reprezinta dezvoltarea dupa linia [ a determinantului obtinut din |A| prin
inlocuirea liniei { cu linia k, deci d = 0 (determinant cu doua linii egale). A
doua afirmatie rezulta analog. Ultima afirmatie rezulta din primele doua si
din definitia matricei adjuncte. o
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Pentru demonstratia teoremei 126 avem nevoie de urmatoarea lema. Fie
M un m-minor al lui A si M’ complementul sau algebric. Fie M = My +-- -+
My i M" = Ny + -+ - 4+ Ny—my dezvoltarile celor doi minori (vezi egalitatea
7.1). Deci MM’ = ¥, 7™ ML N,

Lema 128 In contextul anterior, fiecare produs M;N; este un termen din
dezvoltarea lui |Al.

Demonstratie. Pentru inceput, presupunem ca M este m-minorul “stanga-
sus”, adica cel definit de primele m linii si m coloane ale lui A. Atunci M’ este
chiar minorul complementar al lui M, deoarece 1 +---+m+1---+m = 2m
este numar par. Fie (—1)%ay, ao, * - Gy, TESP. (—1)ﬂam+1tm+1am+gtm+2 e
A, un termen din dezvoltarea lui M resp. M’ unde « resp. [ este numarul

. o oo 1 - m m+1 -+ n
de inversiuni ale permutarii resp. . E
ty oot tmg1 -ty
: < Ve 1 - m m+1 -+ n
suficient sa observam ca permutarea are
ti ooty tmer ot

a+ [ inversiuni, deoarece t1, ..., t,, € {1,...,m} gl tyi1, .. tn € {m+1,...,n}.

Presupunem acum ca M este m-minorul definit de definit de liniile 1 <
ki1 < ky < -+ <k, <msicoloanele 1 < [} <l < -+ < l,, < n. Prin
ki1 — 1 permutari de linii vecine, aducem elementele liniei k1 pe prima linie,
apoi aducem, prin ks — 2 permutari de linii vecine, elementele liniei ko pe
a doua linie, s.a.m.d. Continuam pe coloane. Procedand astfel aducem mi-
norul M in pozitia stanga-sus S prin ky + -+ + k,, — (1 + -+ - +m) permutari
de linii vecine §i l; + -+ 4+ l,, — (1 + - -+ + m) permutari de coloane vecine.
Facand astfel, ordinea liniilor gi coloanelor din M si M’ se pastreaza iar |A|
se inmultegte cu (=1)* cu w = ky + -+ ky + 4 + -+ + . Ne-am redus
astfel la cazul analizat anterior deoarece M’ = (—1)“M, unde M este mi-
norul complementar al lui M. e

Demonstratia teoremei 126. Fie M, N doi m-minori distincti cu elemente
din liniile kq,...,k,,. Atunci dezvoltarile lui MM’ si NN’ nu au termeni
comuni, deoarece M, N au cel putin o coloana diferita. Deci, cf. lemei, in
suma din teorema se gasesc C'm!(n — m)! = n! termeni din dezvoltarea lui
|Al, adica toti. e
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7.3 Aplicatii

Teorema 129 Fie A, B doua matrice patratice de ordinul n cu elemente
din inelul comutativ R. Atunci |AB| = |A||B].

Demonstratie. Fie C' matricea patratice de ordinul 2n, C' = _f} g .
Dezvoltand cu regula lui Laplace pe primele n linii, gasim |C| = |A||B|. Pe

de alta parte, calculam |C| in modul urmator. Prin amplificari convenabile
ale primelor n coloane si adunarea lor la urmatoarele n coloane, facem 0 in
locul lui B. Fie 1 < k£ < n. Pentru a anula coloana k a lui B adunam
la coloana n + k a lui C' coloanele 1,...,n inmultite respectiv cu byg,...,0,%.

In urma acestei operatii, primele n elemente de pe coloana k a lui C vor fi
A AB

0 I Dezvoltand din nou
cu regula lui Laplace pe primele n linii, gasim |C| = (=1)¥| — I,,|| AB|, unde
w=1+--+n+(n+1)+---4+2n=n(2n+1). Deci |C| = (=1)**"+2"|AB| =
|AB|. e

(aﬂblk—i—- . ~+ambnk)1gi§n. Se ob*gine |C| =

Reamintim ca o matrice A € M,,(R), R inel comutativ, se numeste ma-
trice inversabild daca exista o matrice B € M, (R) astfel incat AB = BA =
I,.

Teorema 130 Fie A o matrice patratica de ordinul n cu elemente din inelul
comutativ R.  Atunci A este inversabild daca si numai daca |A| este un
element inversabil in R. In acest caz, inversa lui A este |A|"'A*, unde A*
este adjuncta lui A.

Demonstratie. Daca AB = I, atunci 1 = |[,,| = |AB| = |A]||B|, deci
|A| € U(R), cf. teoremei 129. Reciproc, sa presupunem ca |A| € U(R).
Atunci A(JA|71A*) = (JA|7'A*)A = I,,, cf. teoremei 127. o

In particular, daca R este corp, A este inversabila daca si numai daca

| Al # 0.

Teorema 131 Fie A, B matrice de tip (m,n) respectiv (n,m) cu elemente
din inelul comutativ R. Daca AB = 1I,,, st BA = 1,,, atunci m = n.
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Demonstratie. Presupunem ca m > n. Condideram matricele patratice

de ordinul m, C' = ( A Op(m—n) ) si D= ( 5 > Se observa ca
(m—n)m

CD = I, deci 0 = |C||D| = |CD| = 1, contradictie. e

Teorema 132 (Regula lui Cramer.) Fie A = (a;j)1<;i j<n 0 matrice patratica
de ordinul n cu elemente din inelul comutativ R gi by, ...,b, € R. Daca |A|
este un element inversabil in R, atunci sistemul de ecuatii liniare

n
Zaija:j:b,-, 1 = 1,...,7’1,
J=1

este compatibil determinat cu solufia unicd (Aq|A|™Y,.. ,Au|Al™Y), unde A;
este determinantul obtinut din |A| prin inlocuirea coloanei j cu vectorul ter-

by
menilor liberi :
bn
I
Demonstratie. Scris matriceal, sistemul este Az = b unde z =
Tn
bl S1
sib= : |. Deci el are solutia unica s = A~'b = : |, Fie ¢q,....cp
by, Sn
coloanele lui A. Rezulta ca b = sjc; + -+ + spc,. Notand cu |b ey -+ ¢
determinantul cu coloanele b, ¢, ..., ¢,, avem
Ay =|becy -+ cpl =|b— 8300 — -+ —5p0, Co -+ Cu| = 51]A|.

Deci 51 = Ay|A| ™! si la fel se aratd cd s; = Aj|JA|™Y, =2, ..., n.

Alta demonstratie. Fie A;; complementul algebric al lui a;; in matricea A.
Inmultind cu A* egalitatea Az = b se obtine |Alx = A*b. Pentru k =1, ..., n,
deducem ca |Alzy = A1xby + Agkbs + - - - + Apiby care este dezvoltarea dupa
coloana k a determinantului matricei obtinute din A prin inlocuirea coloanei
k cu vectorul b; deci zp, = Ag|A|™1. o
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Un sistem de ecuatii liniare caruia i se poate aplica regula lui Cramer se
numeste sistem Cramer. De exemplu, sistemul de ecuatii liniare

r + y + z =1
ar + by + cz = d
ar? + by + 2z = &

unde a, b, ¢, d sunt numere reale, a, b, ¢ distincte, este sistem Cramer si are
solutia

(c—d)(c—=Db)(b—d)/5, (c—a)(c—d)(d—a)/d, (d—a)(d—>b)(b—a)/d

unde 0 = (¢ —a)(c —b)(b — a), cf. teoremei 125.

Vom folosi urméatoarea notatie. Fie A o matrice de tip (n,p), m < n,p si
I € {1,...,n}, J C {1,..,p} multimi cu m elemente. Notam cu A7 m-
minorul lui A cu format cu liniile cu indici din I §i coloanele cu indici din

J.

Teorema 133 (Formula Binet-Cauchy). Fie A si B matrice de tip (n,p) si
respectiv (p,q), si fie m < n,p,q. Fie I C {1,...,n} si K C {1,...,q} douad
submultimi cu m elemente. Atunci

(AB)i' =2 A7By
J

suma facandu-se dupa toate submultimile J C {1,...,p} cu m elemente.

Demonstratie. Fie C = AB, I = {i1,19,....,0m} st K = {k1, ko, ..., km}
cu ity < ig < -0 < iy §l ki < ky < -+ < kyy,. Punem A = (CLZ‘]'), B =
(bjr) si C = (ci). Fie sq,..., 5, o permutare a numerelor ky, ..., k,,, adica
{s1, ey 8m} = {k1, ..., ki }. Atunci signatura permutarii ( R koo B )

S1 S22 ... Sm
este (—1)fGr-sm) unde Inv(sy, ..., $,m) este numarul perechilor (u,v), 1 <
u<v<m,cus, > S, Avem

K _ ki, km Inv(sy,...,s _
CI - Cih--- i, Z (_1) ( m)cilsl sy, =
{517---75nL}:{k17---7knL}

p p
_ Z (_1)[”'0(81,..-73771)( Z &i1t1bt181) e ( Z aimtmbtmsm) —
tm=1

{s1,eesSm }={k1,....km} t1=1
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p p
— Z e Z a’iltl eyt Z (—1)1nﬂ(51,...,3m)bt181 e btmsm =

t1=1 tm=1 {s1yey8m }={k1,....km }
o k1,....km
= Z Z Wity "+ Qi B

unde B;'"}™ desemneaza m-minorul lui B cu liniile ¢, ...,#,, si coloanele

ki, ..., k., In aceasta ordine. Acest minor este nul daca numerele tq, ..., t,, nu
sunt distincte. Deci putem scrie

K = . . _ Inv(tl,...,tm) klrn:km _
CI - Z Z azltl U almtm( 1) B]l 77777 Jm
1<i1 < <jm<p {t17---7tm}:{j1,-..,jm}
o k1yeooskm Inv(ty,...,tm) _
- Z le:"'7jm Z (_1> ailtl e aimtm —
1<j1<<jm<p {t1,stm}={j1,sjm }

J 115--45tm
1<j1<<jm<p

K yeeoskm A G1reeesim J Rk
- > By AL =Y AyBy . e
J
Cazul m = 1 al formulei Binet-Cauchy este chiar regula de inmultire a

doua matrice, iar in cazul m = n = p = ¢ se obtine |AB| = |A||B|, deci o
noua demonstratie a teoremei 129.

7.4 Exercitii

175. Calculati determinantii

011 a b c 1 1 1 1 1 1 1
1 01|, |bcal, |a b cl|, |a b c|, |a® b c
110 c a b a’> b 2 a® b A3 a® b A
176. Fie x,, w9, x5 radicinile ecuatiei 23 4 pz + ¢ = 0. Calculati discrimi-
1 1 1]
nantul ecuatiei, adica | x;1 z2 3 | , In functie de p i q.
2 .2 2
Ty Ty I3

177. Calculati determinantii

a b b b 0 z y =z a b c d
b a b b x 0 2z b a d c
b babl|” |y 2z 0 x|"|cdad
b b b a z y x 0 d ¢ b a
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1 1 1
aq a9 Ay,
ai a3 a,
178. Calculati determinantul | ;,~; 4 i1
a a3 Ay
azl+1 al2+1 CLZH
ay  aj a,
a, T T x
T as T x
179. Calculati determinantul A =| = 2z ag x
r T x ap

CAPITOLUL 7. DETERMINANTI

180. Calculati determinantul urmator prin dezvoltare Laplace pe liniile 1 si

2
53000
25300
025 30
0025 3
000235
5 3 00 0
2530 -0
181. Calculati determinantul D, =0 2 5 3 --- 0
0000 - 2

e}

5

182. Fie polinomul f = a; + asX + -+ + a, X" ! si matricele

a;  Qp as Ap_1  Qp 1
an a1 Qg ap—2 Ap-1 €1
_ C o 2
A=\ a1 a, a Qn_3 Qn_o | siB= €1
n—1
(05} as Qg4 Qp, aq €1

9 s En
2 2
82 PR En
n—1 n—1

€9 gn

unde £4,...,&, sunt radacinile de ordinul n ale unitatii. Aratati ca |AB| =

f(e1) -+ f(en)|B| si calculati |Al.
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183. Aritati ca grupurile abeliene Z? si Z3 nu sunt izomorfe.

184. Gasiti un inel necomutativ R si doua matrice A resp. B matrice de tip
(1,2) resp. (2,1) cu elemente din R astfel incat AB = I, si BA = I,.

185. Numarati matricele inversabile de ordin 3 cu elemente din Zj,. Gener-
alizare.

186. Numarati matricele inversabile de ordin 3 cu elemente din Z,.

187. Calculati inversele matricelor

. . 1 0 a
(a b) (cosa —sma) <Sma cosa) 01 b
c d sin @ cos « cos @ —sin « 00 1
01 1 1 1
1 0 1 1 1
188. Calculati inversa matricei U = | 1 1 0 11
1 1 1 1 0
1 1 .. 1
&1 €9 e €n
189. Calculati inversa matricei B = g2 g2 - g2 | undeey,....6,
en~t gpt gnt

sunt radacinile de ordinul n ale unitatii.
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Capitolul 8

Spatii vectoriale si sisteme
liniare

In acest capitol se introduc notiunile de baza referitoare la spatii vectoriale.
Apoi, se prezinta metoda eliminarii a lui Gauss de rezolvare a sistemelor de
ecuatii liniare si se studiaza notiunea de rang al unei matrice.

In acest capitol, prin corp vom intelege corp comutativ.

8.1 Spatii vectoriale

Fie K un corp. Un spatiu vectorial peste corpul K (pe scurt, K-spafiu
vectorial) este un grup abelian (V,4) Impreuna cu o operatie externa K x
V =V, (a,z) — az, numita inmulfire cu scalari, care verifica urmatoarele
conditii pentru orice a,b € K si x,y € V

(1) a(x +y) = az + ay,

(2) (a +b)x = ax + bz,

(3) (ab)x = a(bz),

(4) 1z = =.
Elementele lui K se numesc scalari iar cele din V' vectori. Prin notatia gV
vom intelege ca V' este un K-spatiu vectorial. Vom nota cu O scalarul nul
si cu Oy vectorul nul (cand nu este pericol de confuzie, vom suprima indicii
KsiV).

Teorema 134 Fie V' un spatiu vectorial, a € K si x € V. Atunci

123
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(a) ax = Oy daca si numai dacd a = O sau x = Oy .
(b) (—a)x = a(—x) = —axz.

Demonstratie. (a) Avem Oz = (O + Ox)z = Ogx + Oz, deci, scazand
din ambii membri Oxz, rezulta Ogxz = 0y. La fel se arata ca a0y = 0Oy.
Reciproc, daca ax = Oy si a # Ok, atunci a este inversabil in K si rezulta
r=1r = (a"'a)r = a (azx) = a0y = Oy.

(b) rezulta din egalitatile Oy = (a —a)x = ax + (—a)z §i Oy = a(z —z) =
ar +a(—zx). e

Exemple. 1. Daca n > 1, atunci K™ are o structura de K-spatiu vec-
torial obtinuta definind adunarea vectorilor prin (ay,...,a,) + (b1, ..., b,) =
(a1 +b1, ..., a, +by,) sl inmultirea cu scalari prin a(ay, ..., a,) = (aay, ..., aay,),
pentru «,ay, ..., a,, by, ....,b, € K. K" se numeste spatiul vectorial standard
de dimensiune n.

2. Daca gVi,..., xkV, sunt spatii vectoriale, atunci produsul cartezian
Vi x --- x 'V, are o structura de spatiu vectorial obtinuta definind adunarea
vectorilor prin (vy, ..., v,) + (w1, ..., w,) = (v1 + wy, ..., v, + w,) si Inmultirea
cu scalari prin a(vy,...,v,) = (avq,...,av,), pentru a € K §i v, w; € Vj,
1 =1,..n. Vi X --- XV, se numeste produsul direct al spatiilor vectoriale
Vi, V.

3. Daca K este subcorp al inelului L, atunci grupul aditiv al lui L are
o structura de K-spatiu vectorial in care inmultirea cu scalari este chiar
inmultirea din L (daca a € K i x € L, ax este produsul dintre a gi x in L).
De exemplu, R, C si Q(v/2) sunt Q-spatii vectoriale. De asemenea, M, (K),
K[X] si K(X) sunt K-spatii vectoriale.

4. Fie p un numar prim si (G,+) un grup abelian. Se vede usor ca G are
o structura de Z,-spatiu vectorial daca si numai dacd pr = 0 pentru orice
z € G. In acest caz, iInmultirea cu scalari se defineste prin ax = ax, pentru
a € 7 si x € (. Definitia este corecta. intr—adevér, fie a,b € Z cu a = b.
Atunci a—b = pc cu c € Z, deci ax —bx = (a—b)x = pcx = 0, adica ax = bx.

Fie V, W doua K-spatii vectoriale. O functie f : V — W se numeste
morfism de spatii vectoriale sau aplicatie liniara daca f(ax + by) = af(z) +
bf(y) pentru orice a,b € K si xz,y € V. f este in particular morfism de
grupuri abeliene, deci f(0) =0, f(—x) = —f(x) pentru orice x € V si f este
injectie daca si numai daca ker(f) = {0}, unde ker(f) = {z € V| f(z) =0}
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este nucleul lui f. Un morfism f : V — V se numeste endomorfism al lui V.
Fie V, W doua K-spatii vectoriale. Morfismul z +— 0 : V — W este
numit morfismul trivial), iar Iy : V. — V, Iy(z) = x este numit morfismul
tdentic. Daca a € K, atunci endomorfismul x +— ax : V — V este numit
omotetia definita de a.
Un morfism de spatii vectoriale bijectiv se numeste izomorfism iar doua
spatii vectoriale se zic izomorfe daca exista un izomorfism intre ele.

Teorema 135 (a) Compunerea a doud morfisme de spatii vectoriale este un
morfism de spatii vectoriale.
(b) Inversul unui izomorfism de spatii vectoriale este tot un izomorfism.

Demonstratie. (a). Fie f :V — V' gig: V' — V" morfisme de K-
spatii vectoriale si fie z,y € V, a,b € K. Rezulta ca (¢f)(ax + by) =
glaf(x) +bf(y)) = algf)(x) + b(gf)(y). Deci gf este morfism. (b). Fie
f:V — V' un izomorfism si fie z,y € V', a,b € K. Notam 2/ = f~!(x) si
y' = f"Hy). Atunci f~ (az+by) = f~H(af(2")+0f(Y)) = f~H(flaz'+by')) =
ar' + by =af ' x)+bfy). e

Spunem ca o submultime nevida W a unui spatiu vectorial V' este
subspativ al lui V (g1 notam W < V) daca ax + by € W pentru orice
a,b € K gi x,y € W. Daca W < V, atunci W este K-spatiu vectorial
fata de operatiile de adunare a vectorilor si inmultire cu scalari induse din V.
Pentru orice spatiu vectorial V', {0} si V sunt subspatii numite subspatiul
trivial respectiv subspatiul impropriu. Subspatiul nul {0} se mai noteaza
simplu cu 0.

Fie a,b € R cu a® + b # 0. Atunci dreapta {(z,y)| ax + by = 0} este un
subspatiu al lui gR?.

Teorema 136 Fie f:V — W o aplicatie liniara.
(@). Daca V' <V, atunci f(V') < W.
(b). Daca W' < W, atunci f~1(W') < V.

In particular, nucleul si imaginea lui f sunt subspatii.

Demonstratie. (a). Fie z,y € V' 51 a,b € K. Atunci ax + by € V', deci
af(x)+0f(y) = flax+by) € V'. (b). Fiex,y € f~'(W')sia,be K. Atunci
f(z), fly) € W', deci f(ax + by) = af(xz) +bf(y) € W, de unde rezulta ca
ar +by € fTH(W'). o
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Daca V' un spatiu vectorial i (V;);e; o familie de subspatii ale lui V|
atunci intersectia subspatiilor V; este de asemenea un subspatiu al lui V,
deoarece daca a,b € K si x,y € Nic/V;, atunci ax + by este in fiecare V;, deci
ax + by € Nicr V.

Daca gV un spatiu vectorial si Vi, ..., V,, subspatii ale lui V', atunci

i+ +Vo={x1+ -4z, x;€Viyi=1,...n}

este de asemenea un subspatiu al lui V', numit suma subspatiilor Vi, ..., V,,.
intr—adevér, daca x;,y; € Vi,i=1,..,n,sia,b € K, atunci a(x +-- -+ 2,) +
byr + -+ + yn) = (axy + byy) + -+ + (azx, + by,) € Vi + -+ + V},, deoarece
ax; + by; € V; pentru orice i. Mai general, suma unei familii F' de subspatii
se defineste ca reuniunea sumelor tuturor subfamiliilor finite ale lui F'.

In RR?, suma subspatiilor

Vi ={(z,9,0)] 2,y € R}, Vo = {(0,2,9) 2,y € R}

este R? iar intersectia lor este {(0,z,0)] z € R}.

Spunem ca spatiu vectorial V' este suma directa a subspatiilor V; si
Vo, sinotam V = Vi@ Vo daca V= Vi +Vosi ViNnl, = 0. De ex-
emplu, gR? este suma directd a subspatiilor V; = {(x,9,0)| z,y € R} si
Vo ={(0,0,2)] z € R}.

Fie gV un spatiu vectorial si vq,...,v, € V. Notam cu < vy,...,v, >
multimea tuturor combinatiilor liniare ale elementelor vy, ..., v,, adica a su-
melor ayvy + - -+ + a,v, cu ay,...,a, € K. <wyq,...,v, > este un subspatiu al
lui V' numit subspatiul generat de vy, ..., v,.

intr—adevér, daca ¢,d, ay, ..., an, by, ..., b, € K, atunci c(ajv;+- - -+ a,v,)+
blarvr + - - + apvy,) = (car + dby)vy + - - - + (ca, + dby,)vy,.

E clar ca daca W este un subspatiu al lui V' care contine elementele
V1, ..ry Up, atunci < ovy,...,v, >C W. Deci < vq,...,v, > este intersectia
tuturor subspatiilor lui V' care contin elementele vy, ..., v,,.

In general, subspatiul generat de o submultime nu neaparat finita G' a lui
V' se defineste ca multimea tuturor combinatiilor liniare ale submultimilor
finite ale lui G, < G >:= {ajv1 + -+ + auv,| a1,...,a, € K, vq,...,0, €
G, n>0}.

Spunem ca un spatiu vectorial 'V este finit generat daca exista o multime
de vectori vy, ..., v, astfel incat V =< vy, ...,v, >
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Spunem ca o multime de vectori vy, ..., v, ai spatiului vectorial V este
liniar independentd (sau ca vectorii vy, ..., v, sunt liniar independenti), daca
singura combinatie liniara nula a vectorilor vy, ..., v, este cea triviala, adica
daca ay,...,a, € K s aqv;y + --- + a,v, = 0 implica a; = -+ = a, = 0.
Multimea vida este liniar independenta.

In general, spunem ca o submultime nu neaparat finita G a lui V' este
lintar independenta daca orice submultime finita alui G este liniar indepen-
denta. O submultime 7" a lui V' se zice liniar dependenta daca nu este liniar
independenta.

E clar ca o submultime a unei multimi liniar independente este liniar
independenta gi ca o multime liniar independenta nu contine vectorul nul
(deoarece 1 -0y = 0Oy).

Teorema 137 Fie xV un spatiu vectorial si vy, ...,v, € V. Afirmatiile ur-
matoare sunt echivalente.

(a) Vectorii vy, ..., v, sunt liniar independenti.

(b) Nici unul dintre vectorii vy, ...,v, nu este o combinatie liniard a ce-

lorlalti.
(c) vy £ 0, vy €< vy >, o0, Uy E< VL, oy Upq >

Demonstratie. Implicatia (b) = (c) este clara.

(¢) = (a). Presupunem ca vectorii vy, ...,v, sunt liniar dependenti.
Atunci exista ay,...,a; € K, a; # 0, astfel incat ajvy + -+ + ajv; = 0.
Deci v; = —(a1/a;)vy — -+ — (aj_1/a;)vj_1 €< vy, ..., 01 >.

(a) = (b). Daca vectorul v; este combinatie liniara a celorlalti, sa zicem,
Vi = a1V + 0+ G101+ Qg1 Vig1 - AUy, atuncl agvy + s+ a1 —
Vi + @i11Vi41 - - + apv, = 0, deci vectorii vy, ..., v, sunt liniar dependenti. o

Teorema 138 (Teorema schimbului.) Fie V' un spatiuv vectorial finit gen-
erat, wy, ..., w, un sistem de generatori al lui V' gi vy, ..., v, € V wvectori lintar
independenti. Atunci m < n $i dupa o renumerotare a vectorilor wq, ..., Wy,
ULy eees Uy Wi 1y eeey Wiy >= V.

Demonstratie. Facem inductie dupa m. Pentru m = 0 afirmatia e clara.
Fie m > 1. Din ipoteza de inductie, putem renumerota vectorii wo, ..., w,
astfel incat < vy, ..., V1, Wy, ..., w, >= V. Deci putem scrie pe v,, ca o
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combinatie liniara v,, = a1v1+- - -+ apm_1Vm_1+apWy+- - -+a,w, cua; € K.
Cum wvq, ..., v, sunt liniar independenti, rezulta ca n > m si nu toti scalarii

Qmy ---, Gy sunt nuli; renumerotand vectorii w,,, ..., w,, putem presupune ca
Ay # 0. Rezulta cd wy,, = —(a1/am)vy — -+ — (@m-1/0m)Vm-1 + (1/am)vm —
(@ma1/@m)Wmar — -+ — (ap/am)wy. Decl V=< 01, oo, Uy 1, Wiy ooy Wy, >C<

U1y vevy Uy Winp 1y -y Wy, >, adicad < U1y oo, Uy Wi 1y -vvy Wy >= V.

Fie xV un spatiu vectorial. O baza a lui V este o submultime a lui
V' care este simultan liniar independenta si sistem de generatori pentru V.
Vectorii e; = (1,...,0), ea = (0,1,...,0),....e, = (0,0,...,0,1) formeaza o
baza a lui K™ numita baza canonica. Verificarea se face ugor folosind egal-
itatea (ay,...,a,) = aje; + -+ - + ape,, pentru ay, ...,a, € K. De asemenea,
{1, X, X? ...} este o K-baza a lui K[X].

Teorema 139 Daca ey, es, ..., €, este o baza a spatiului vectorial V, atunci
orice element x € V' se scrie in mod unic sub forma

T = X161+ Tols + ... + xpe, cux; € K
(21, z2, ..., T, se numesc coordonatele lui x in baza ey, ey, ..., €,).

Demonstratie. Scrierea din enunt, exista pentru ca ey, eg, ..., e, 1 genereaza
pe V. Daca x se mai scrie si sub forma = y1e1 + 4260+ ... +ype, cuy; € K,
atunci, scazand cele doua exprimari ale lui z, obtinem 0 = (27 —y;)e; + (x2 —
Y2)es + ... + (T, — Yn)en, deci 1 = y1, T2 = Yo,...,T, = Yn, deoarece vectorii
€1, €s, ..., e, sunt liniar independenti. o

De exemplu, in baza canonica a lui K™, coordonatele vectorului (ay, as, ...,
a,) sunt chiar a, as, ..., a,; coordonatele aceluieasi vector in baza (1,0, 0, ..., 0),
(1,1,0,...,0), ..., (1,1,1,...,1) sunt a; — ag, ag — ag, ..., Ap_1 — Ay, Ap.

Teorema 140 Orice spatiu vectorial 'V finit generat admite o baza finita si
orice doud baze au acelasi numar de elemente. Cardinalul comun al tuturor
bazelor se numeste dimensiunea lui V' gi se noteaza cu dim(V').

Demonstratie. Fie G un sistem finit de generatori al lui V si § C G o
submultime liniar independenta (eventual S = ()). Fie B o multime liniar
independenta maximala cu proprietatea S € B C G. Atunci < B >= 1V,
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deoarece daca y € G\ < B >, atunci B U {y} este liniar independenta,
contradictie. Deci B baza.

Aratam acum ca orice doua baze au acelasi numar de elemente. Fie B o
baza cu m elemente si C' o alta baza cu n elemente. Cum B este multime
liniar independenta si C' sistem de generatori, din teorema schimbului rezulta
ca m < n. Inversand rolurile lui B si C rezulta can < m, decim =n. e

Folosind baza canonica e; = (1,...,0), es = (0, 1, ...,0),...,e, = (0,0, ..., 0,
1) vedem ca spatiul vectorial standard K™ are dimensiunea n. Din demon-
stratia precedenta si din teorema schimbului, rezulta

Corolarul 141 Fie gV un spatiu vectorial n-dimensional. Atunci din orice
sistem de generatori se poate extrage o baza si orice mulfime liniar indepen-
denta se poate extinde la o baza. In particular, orice multime cu n elemente
care este liniar independenta sau sistem de generatori este baza.

Teorema 140 este adevarata si pentru spatii care nu sunt finit generate
(vezi [5, teorema V.4.3]). Din acest motiv vom numi spatiile finit generate
spatii finit dimensionale, iar pe cele care nu sunt finit generate spatii infinit
dimensionale. De exemplu, x K™ este n-dimensional, iar x K[X] este infinit
dimensional.

Teorema 142 Fie V' un spativ vectorial finit generat si W un subspatiu al
lui V. Atunci W este finit generat si dim(W) < dim(V'). In plus, W =V
daca si numai daca dim(W) = dim(V).

Demonstratie. Fien = dim(V'). Din teorema schimbului, orice submultime
liniar independenta a lui W are cel mult n elemente. Din teorema 137 rezulta
ca W este finit generat si dim(W) < dim(V'). Daca dim(W) = dim(V),
atunci orice baza a lui W este gi o baza a lui V, cf. corolarului 141. e

Teorema 143 Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional si fie E = {eq,...,
ent, F'={f1,..., fu} baze ale lui V. Exprimam fiecare vector f; in baza E,

n
fj = Zaijei, j = 1, ., n.
i=1
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Atunci matricea A = (aij)1<ij<n € M, (K), numitd matricea de trecere de
la baza E la baza F, este matrice inversabila cu inversa matricea de trecere
de la F la E. In plus, daca vectorul x € V are in baza E coordonatele
X1, L9, ..., Ty St 0 baza F' coordonatele yi,ya, ..., yn, atunci

T Y1
X2 Yo

= A ]
Tn Yn

Demonstratie. Fie B = (b;;)1<ij<n matricea de trecere de la F' la E.
Pentru k=1, ...,n avem

n

er =) binfi =D bk Y agei =Y (D aibi)e;.
j=1 =1 =1

i=1 j=1

Rezulta ca 377, a;jbj, = 0y pentru 1 < i,k < n. Deci BA = I,,. In plus,

n

=Y yifi =Dy ) aiei =Y (Y aiy;ei. o
j=1 j=1 =1

i=1 j=1

Teorema 144 FieV si W doua spatii vectoriale. Presupunem ca ey, és, ..., €y
este 0 baza a lui 'V si fi, fo,....fn € W. Atunci exista si este unicda o
aplicatie liniara o © V. — W cu proprietatea o(e;) = fi, i = 1,...,n. In
plus, fi, fa, ..., fn este baza a lui W daca st numai daca o este izomorfism.

Demonstratie. Fie av: V' — W o aplicatie liniara cu proprietatea a(e;) =

fi, i =1,..,n. Daca ay,...,a, € K, atunci a(X"; a;e;) = >0, a;a(e;) =

1 a;fi, de unde rezulta unicitatea lui o. Fie acum aplicatia av : V' — W

data prin o(}X1 a;e;) = > a; f;. E usor de vazut ca « este aplicatie liniara
siale)=fi,i=1,..n.

E clar ca daca « este izomorfism, atunci fi, fo, ..., f, este baza a lui W.
Reciproc, presupunem ca fi, fo,..., f, este baza a lui W. Conform primei
parti, exista si este unica o aplicatie liniara § : W — V cu proprietatea
a(f;) = e, i =1,...,n. Atunci Sa este un endomorfism al lui V' cu propri-
etatea fa(e;) = e;, @ = 1,...,n. Din prima parte rezulta ca foa = 1.
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Corolarul 145 Un spatiu vectorial n-dimensional este izomorf cu spatiul
standard K™. In particular, doua spatii vectoriale finit dimensionale sunt
izomorfe dacd si numai dacd au aceeasi dimensiune.

Corolarul 146 Fie K un corp finit de caracteristica p. Atunci K are p"
elemente.

Demonstratie. K se poate organiza ca spatiu vectorial peste corpul Z,
definind inmultirea cu scalari prin ax = ax pentru a € Z. Fie n dimensiunea
lui K peste Z,. Atunci K ~ Z7, deci K are p" elemente. o

Fie f: V — W un morfism de K-spatii vectoriale. Dimensiunea
dim(Im(f)) a imaginii lui f se numeste rangul lui f si se noteaza rang(f).
De asemenea, dimensiunea dim(ker(f)) a nucleului lui f se numeste defectul
lui f gi se noteaza defect(f); deci morfismele injective sunt cele de defect
nul.

De exemplu, daca V' este un spatiu vectorial n-dimensional, atunci mor-
fismul trivial are rangul 0 si defectul n, iar morfismul identic are rangul n si
defectul 0.

Teorema 147 (Teorema rang-defect.) Fie f: V — W un morfism de K-
spatii vectoriale finit dimensionale. Atunci dim(V') = rang(u) + defect(u).

Demonstratie. Fie E = {ey, ..., éx, €x11, .., €, } unde ey, ..., e, este o baza a
lui ker(u) iar u(egyq), .., u(e,) este o baza a lui Im(u). Deci dimg (ker(u)) =
kst dimg(Im(u)) =n — k. E suficient sa aratam ca E este o baza a lui V.
Fie ¥ ; a;e; =0 cua; € K. Cum ey, ..., ex si u(egy1), .., u(e,) sunt multimi
liniar independente, avem Y>7" ;. | a;u(e;) = 0, deci apy1 = -+ = a,, = 0, apoi
Zle ae; =0, deci ag = -+ =a;, = 0.

Fie z € V. Putem scrie u(x) = 37, biu(e;) cu bpgr, ..., b, € K. Deci
u(x) — X1, ae; € ker(u), deci putem scrie x — Y, be; = K bies,
bi,....,b € K. Deci x =371 | be;. ®

Teorema 148 Fie V si W doua spatii vectoriale finit generat si W un sub-
spativ al lui V. Atunci dim(V x W) = dim(V') + dim(W).

Demonstratie. Fie {ey,...,e,} 0 baza a lui V si {fi,..., fu} o baza a lui
W. Se arata ca B = {(e1,0), ..., (€m,0), (0, f1), ..., (0, f) } o baza alui V x W.
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Intra-devir, fie (x,y) € V x W. Exista ay,...,am,b1,...,b, € K astfel
incat x = X7 ae; iy = X5 bif;. Rezulta ca (z,y) = X% ai(e;, 0) +
71 0;(0, f;). Deci B este sistem de generatori. Fie ay, ..., am,b1,...,bn € K
astfel incat >, ai(e;; 0) + 327, b;(0, f;) = (0,0). Rezulta ca (X7, e,
i1 05f5) = (0,0). Deci ay, ..., G, by, ..., by sunt toti nuli.
O demonstratie mai scurta se obtine aplicand teorema rang-defect proiec-
tiei py - V x W = V| py(x,y) = z, deoarece ker(py) = 0 x W este izomorf
culW. e

Teorema precedenta se extinde usor la cazul produselor directe finite:
daca xVi,..., kV;, sunt spatii vectoriale, atunci dim(Vy x - - -x V) = dim(V})+
o+ dim(V,).

Teorema 149 (Teorema lui Grassmann.) Fie Y un spafiu vectorial si 'V,
W subspatii finit dimensionale ale lui Y. Atunci dim(V + W) = dim(V') +
dim(W) — dim(V nW).

Demonstratie. Morfismul surjectivm : V xW =V 4+ W, w(x,y)=x—y
are nucleul 7' = {(z,z)] x € VN W}. Avem izomorfismul x — (z,z) :
VNW — T, deci defect(rm) = dim(V NW). Cun 7 e surjectiv, rang(m) =
dim(V +W). Din teorema 148, dim(V x W) = dim(V') +dim(W). Se aplica
teorema rang-defect. o

8.2 Sisteme de ecuatii liniare

Fie K un corp (comutativ) si m,n > 1. Consideram sistemul de ecuatii
liniare

n
ZCLZ’J’J/’]’ :bi, 1= 1,...,m
J=1

unde a;;,b; € K. Scris matriceal, sistemul este Az = b, unde A este matricea

T
de tip (m,n) cu elementele a;; numita matricea sistemului, z = : este
Tn
b1
vectorul necunoscutelor gi b = : este vectorul termenilor liberi. O

b
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C1
solutie a sistemului este un vector coloana ¢ = : cu elemente din K
C'IZ
astfel incat Ac = b. Sistemul se numeste incompatibil daca nu admite nici o
solutie, compatibil determinat daca admite o solutie unica si compatibil nede-
terminat daca admite cel putin doua solutii. Doua sisteme se zic echivalente
daca au aceleasi solutii.
Se vede ugor ca urmatoarele transformari nu afecteaza multimea solutiilor
unui sistem, deci produc sisteme echivalente cu cel dat.
a. Adunarea la o ecuatie a altei ecuatii Inmultite cu un element din K.
b. Permutarea a doua ecuatii.
c. inmul‘girea unei ecuatii cu un element nenul din K.

Fie B = (A b) matricea extinsa a sistemului, adica matricea sistemului la care
am adaugat vectorul coloana al termenilor liberi. Transformarile a, b, ¢ de mai
sus produc asupra matricei B urmatoarele transformari numite transformari
elementare pe linii.

1. Adunarea la o linie a altei linii iInmultite cu un element din K.

2. Permutarea a doua linii.

3. inmul’girea unei linii cu un element nenul din K.

Observam ca fiecare din cele trei transformari poseda o transformare inversa.
Spunem ca doua matrice A, B de acelasi tip sunt echivalente pe linii daca A
se obtine din B printr-o succesiune de transformari elementare pe linii. E clar
ca “echivalenta pe linii” este o relatie de echivalenta pe multimea matricelor
de acelagi tip. Prin calcul direct putem proba urmatorul rezultat.

Teorema 150 Fie C' o matrice de tip (p,q) cu elemente din K. Daca f
este una din tranformarile elementare 1 — 3 si f(C) este matricea obtinuta
din C' prin efectuarea transformarii f, atunci f(C) = f(1,)C, unde I, este
matricea unitate.

Apar astfel urmatoarele matrice numite matrice elementare.

1. T;;(a) = matricea unitate in care la linia j s-a adunat linia ¢ inmultita
cu elementul a € K.

2. P;; = matricea unitate cu liniile ¢ si j permutate.

3. D;(u) = matricea unitate cu linia ¢ inmultita cu elementul u € K*.

Vedem ca
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deci matricele elementare sunt inversabile.

Numim matrice esalon (pe linii) o matrice de forma

0O --- 01 % --- % 0 =% * 0 =x *
o ---0020 -+ 01 = * 0 % *
O -~ 000 --000 0 1 =« *

Mai precis o matrice esalon este o matrice ce verifica urmatoarele conditii.
1. Primul element nenul din fiecare linie, numit pivot, este egal cu 1.
2. Pivotul de pe linia ¢ + 1 este la dreapta pivotului de pe linia 7.
3. Pivotul este singurul element nenul de pe coloana sa.
4. Eventualele linii nule apar la sfarsit.

Teorema 151 O matrice esalon inversabila este egala cu matricea unitate.

Demonstratie. O matricea esalon este superior triunghiulara. Daca este
si inversabila, atunci pivotii apar pe diagonala principala, deci este matricea
unitate. o

Teorema 152 Orice matrice A cu elemente din K este echivalenta pe linii
cu o matrice esalon unica numita forma esalon a lui A.

Demonstratie. Daca A = 0, atunci A este matrice esalon. Presupunem
ca A # 0. Procedam astfel. Gasim prima coloana cu elemente nenule, sa
zicem coloana j. Prin permutari de linii, aducem un element nenul b al ei
pe prima linie gi apoi, impartind prima linie la b, facem b = 1, obtinand ast-
fel un pivot in pozitia (1,7). Prin transformari de tip 1, anulam elementele
aflate dedesubt pe coloana pivotului. Apoi, se aplica acelasi algoritm subma-
tricei obtinute din A eliminand linia 1 si primele j coloane. La sfarsit, prin
transformari de tip 1, anulam elementele aflate deasupra pe coloana fiecarui
pivot.

Demonstratia unicitatii, degi in principiu simpla, este destul de labo-
rioasa. De aceea o omitem. e

Corolarul 153 Daca A este o matrice, atunci exista matricele elementare
Eq, ..., Ey astfel incat Ey, - -- E1A este matrice esalon.
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Corolarul 154 O matrice patratica este inversabila daca si numai daca ea
este produs de matrice elementare.

Demonstratie. Fie A o matrice patratica inversabila de ordin n. Cf.
corolarului precedent, exista matricele elementare FE;, ..., Ej astfel incat
C = Ej--- E1A este matrice esalon. Conform teoremei 151, C' = [, deci
A=FE;'--E;'. Reciproca este evidenti. e

Cu notatiile precedente, A~! = Ej, - - - E}, deci A~! se poate obtine facand
asupra lui I, secventa de transformari elementare ce duce pe A in I,,. Deci,
esalonand matricea (A I,,) se obtine matricea (I, A~'). Obtinem astfel un
algoritm de calcul al inversei unei matrice prin transformari elementare.

Din teorema 152 si comentariile anterioare referitoare la sistemele de
ecuatii liniare rezulta

Teorema 155 Orice sistem de ecuatii liniare este echivalent cu un sistem
avand matricea extinsa o matrice esalon.

Presupunem ca sistemul de ecuatii liniare
n
Zaijxj :bi, 1 = 1,...,77’1,
j=1

are matricea extinsa B matrice esalon. Observam ca daca apare un pivot
in ultima coloana a lui B, atunci sistemul are o ecuatie de forma 0 = 1,
deci este incompatibil. In continuare presupunem ca B nu are pivoti pe
ultima coloana. Fie py,...,pr coloanele ce au pivoti. Numim necunoscutele
Tp,,...,.Tp, necunoscute principale, celelalte necunoscute g, ,...,z,, fiind nu-
mite necunoscute secundare. Trecand necunoscutele secundare in membrul
drept si neglijand ecuatiile de forma 0 = 0, sistemul devine

1
Tp, = b — Zaiijsj, 1=1,... k.
=1

Deci sistemul este compatibil, necunoscutele secundare, daca exista, pu-
tand lua valori arbitrare. Rezulta urmatoarea teorema.
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Teorema 156 Fie un sistem de ecuatii lintare cu matricea extinsa B matrice
esalon. Sistemul este compatibil daca si numai daca B nu are pivoti pe ultima
coloana. Daca este compatibil, sistemul este compatibil determinat daca st
numai daca nu exista necunoscute secundare, adica matricea sistemului are
cate un pivot pe fiecare coloand.

Metoda de rezolvare a unui sistem de ecuatii liniare prin esalonarea ma-
tricei extinse poarta numele de metoda eliminarii a lui Gauss.

8.3 Rangul unei matrice

Fie K un corp §i A € M,,,(K). Prin definitie, rangul lui A este numarul,
notat rang(A), egal cu ordinul maxim al unui minor nenul al lui A. Matricea
nula are rangul zero.

Deci rang(A) = r inseamna ca A are un r-minor nenul si toti minorii de
ordin > r + 1 sunt nuli. Din regula lui Laplace, vedem ca rang(A) = r daca
si numai daca A are un r-minor nenul si toti minorii de ordin r 4 1 sunt nuli.
Din definitia rangului si din faptul ca A si *A au aceeasi minori, rezulta ca

0 < rang(A) < min(m,n) si rang(A) = rang(*A).
Daca A € M,(K), atunci rang(A) = n daca si numai daca |A| # 0.

Teorema 157 Fie A € M, (K) si A € M,,(K). Atunci rang(AB) <
min(rang(A), rang(B)).

Demonstratie. Din formula Binet-Cauchy (teorema 133), rezulta ca un
r-minor al lui AB este combinatie liniara de r-minori ai lui A resp. B. e

Corolarul 158 Fie A€ M,,,(K), U € GL,,(K) iV € GL,(K). Atunci
rang(UA) = rang(AV) = rang(A).
In particular, doua matrice echivalente pe linit au acelasi rang.
Demonstratie. Din teorema precedenta,
rang(UA) < rang(A) si rang(A) = rang(U U A) < rang(UA)

deci rang(UA) = rang(A). Cealalta egalitate se probeaza analog. e
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Teorema 159 (Kronecker). Fie A € M,,,(K). Atunci rang(A) este egal cu
dimensiunea peste K a subspatiului generat de liniile lut A si de asemenea
egal cu dimensiunea peste K a subspatiului generat de coloanele lui A.

Demonstratie. Fie [(A) respectiv ¢(A) dimensiunea subspatiului generat
de liniile respectiv coloanele lui A. Aratam ca rang(A) = [(A). Se vede
ugor ca transformarile elementare nu afecteaza [(A). Conform corolarului
158, putem presupune ca A este matrice esalon. Fie p numarul de pivoti
al lui A. E ugor de vazut ca primele p linii sunt liniar independente iar
celelalte sunt nule. Deci [(A) = p. Totodata A are un p-minor egal cu
1 (cel avand pivotii pe diagonala principala), deci rang(A) = p. In final,
rang(A) = rang(*A) = 1(*A) = c(A). e

Din demonstratie rezulta ca rangul(A) este egal cu numarul de pivoti ai
formei esalon a lui A.

Corolarul 160 Fie A = (a;;) € My, (K). Presupunem ca A are un r-
minor nenul M astfel incat toti (r + 1)-minorii obtinuti din M prin bordare
cu elemente din A sunt nuli. Atunci rang(A) =r.

Demonstratie. Fara a micgora generalitatea, putem presupune ca M
consta din primele r linii si r coloane ale lui A. Notam liniile lui A cu
Ay, Ay, Cum M este un r-minor nenul, rang(A) > r si liniile A;,...,A,
sunt liniar independente.

Presupunem ca rang(A) > r + 1. Din teorema precedenta, putem pre-
supune ca liniile A;,...,A, 1 sunt liniar independente. Pentru 5 = 1,...,n,

a1 e Qir aij
consideram (r 4 1)-minorul M; = ' ' " |. M; este nul,
Qr1 e Ay Qg
Ary11 - Argir Grgdy
deoarece pentru j = 1,...,7, M; are doua coloane egale, iar pentru j =

r+ 1,...,n se aplica ipoteza. Complementii algebrici dy,....d,,d,.1 = M ai
elementelor de pe coloana r + 1 nu depind de j. Dezvoltand M; pe coloana
r + 1, obtinem 0 = dyay; + -+ - + dra,j + Ma,41; pentru j = 1,...,n. Deci
Ay + -+ d A+ MA, .1 =0, cu M # 0. Rezulta ca liniile Ay,...,A, 41
sunt liniar dependente, contradictie. e

Teorema 161 (Kronecker-Capelli). Un sistem de ecuatii liniare este com-
patibil daca si numai daca rangul matricei sistemului este egal cu rangul
matricei extinse.
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Demonstratie. Fie A matricea sistemului i B matricea extinsa. Conform
teoremei 155 si corolarului 158, putem presupune ca B (deci i A) este matrice
esalon. Conditia din enunt, este echivalenta cu faptul B nu are pivoti in ultima
coloana. Se aplica teorema 156.

Alta demonstratie. Fie ¢q,...,c, coloanele lui A, b vectorul termenilor liberi

x
six = : |. Sistemul Az = b se scrie sub forma xic; + - + z,¢, = b.
x'ﬂ
Deci sistemul Az = b este compatibil daca si numai daca b este combinatie
liniara de ¢1,...,c, daca si numai daca rang(A) = dim < ¢y, ..., ¢, >= dim <
Cly ooy Cpy b >=rang(B). e

8.4 Exercitii

190. Fie A o multime finita i P(A) multimea partilor lui A. P(A) este grup
fata de operatia de diferenta simetrica A. Aratati ca acest grup o structura
de Z,-spatiu vectorial si gasiti o baza a sa.

191. Fie K un corp, V un grup abelian si End(V') multimea endomorfismelor
lui V. Aratati ca End(V) este inel fata de operatiile de adunare si compunere,
gi ca V impreuna cu operatia externa K x V. — V., (a,z) — az, este un
spatiu vectorial daca si numai daca aplicatia f : K — End(V), data prin
f(a)(z) = az, pentru a € K si x € V, este un morfism de inele.

192. Aratati ca grupul aditiv Z nu poate fi organizat ca spatiu vectorial
(peste nici un corp).

193. Care din submultimile urmatoare sunt subspatii ale Q-spatiului vecto-
rial Q[X], (a) {f; f(a) = f(—a) Va € Q},

(b) {f; f unitar, i.e. are coeficientul dominant = 1},

(¢) {f; f neunitar},

(d) {f; f de grad impar},

(e) {f; f de grad <10},

()L f0) = (1)} 7

194. Fie subspatiile U =< (2,3,1),(1,2,0) >i W =< (1,1,1),(0,—1,—-1) >
ale lui gR?. Calculati U +W si U NW.
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195. Fie V R-spatiul vectorial M3(R) si fie S (resp. A) multimea matricelor
simetrice (resp. antisimetrice). Aratatica S si A sunt subspatii i determinati
dimensiunea lor. Este V' suma directa a lui S cu A ?

196. Fie V' R-spatiul vectorial al sirurilor de numere reale (x,),>¢ care
verifica relatia de recurenta z,, = x,_1 — x,_2, pentru n > 2. Aratati ca
sirurile (sin(nm/3))n>0, (cos(nm/3)),>0 constituie o baza a lui V.

197. Fie f = ap+a; X+ +a, 1 X" '+ X" € Q[X] un polinom ireductibil
siy € C o radacind alui f. Aratati cd multimea 1,7, ...,y" ! este o bazi a
Q-subspatiului vectorial generat de toate puterile lui y.

198. Fie W subspatiul lui qR generat de {cos(20°n); n > 0}. Gasiti o
baza a lui W. (Indicatie. co0s(20°) este radacina polinomului ireductibil
8X3 —6X —1).

199. Aratati ca orice spatiu vectorial V' admite o baza.

200. Fie V R-spatiul vectorial al polinoamelor de grad < 4 cu coeficienti
reali. Calculati matricele de trecere intre bazele F = {1, X, X? X3 X1} i
F= {17X -1, (X - 1>27 (X - 1)37 (X - 1)4}

201. Cu notatiile din exercitiul anterior, fie D : V — V operatorul de
derivare. Aratati ca D este aplicatie liniara si calculati matricele lui D in
bazele E, F i G = {1, X/1!, X?/2!, X3/3! X1 /41}.

202. Cu notatiile din exercitiul anterior, gasiti baze in Im(D) si ker(D).
Fie Q(v2,v3) = {a + bv2 + /3 + dV6| a,b,c,d € Q}.

203. Aritati ca Q(v2,v3) < R si ca 1,v/2,v/3,v/6 este o baza a sa.

204. Aritati ci Q(v/2,V/3) este un subcorp al lui R.

205. Fie Q-spatiul vectorial oV = Q(v/2,v3). Ardtatica T : V — V,
T(z) = (V2 + V/3)z, este un endomorfism al lui V si determinati matricea

sa in baza 1, \/5, \/§, V6.

206. Cu notatiile din exercitiul anterior, aratati ca 1, v2++v/3, (vV2+/3)2,
(V2 +1/3)% este o baza a lui V si determinati matricea lui 7" in aceasta baza.
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207. Fie V R-spatiul vectorial al matricelor 2 x 2 cu intrari reale si fie
A € V fixata. Aratati ca aplicatia T : V. — V, T(Y) = AY + Y A este
liniara. Determinati matricea lui 7' in baza canonica a lui V.

208. Aratati ca vectorii (2,2,3), (1,—1,0), (—1,2,1) constituie o baza F a
lui R? peste R. Calculati matricele de trecere intre F' si baza canonica, si
coordonatele lui (1,1,1) in baza F.

14+a 1 1 1 1
1 l4+a 1 1 1
209. Calculati inversa matricei A = 1 1 1+a 1 1
1 1 1 -1 14a
prin esalonare.
1 11 11
011 11
210.. Calculati inversa matricei B=| 0 0 1 1 1 | prin esalonare.
000 .- 01

211. Listati matricele esalon 2 x 4 cu elemente din Zs.

212. Egalonati matricea

— o W
~ W &~

1
1
2

W NN

si gasiti baze 1n subspatiile generate de liniile resp. coloanele matricei.

r—2y+z+t=1
213. Rezolvati sistemul de ecuatii liniare ¢ * — 2y + 2z —t = —1 prin metoda
T—=2y+z+5=5
eliminarii a lui Gauss.

r+y—3z=-1
20 +y —2z2=1
r+y+z=3

r+2y—3z=1.

214. Rezolvati sistemul de ecuatii liniare
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215. Calculati inversa matricei urmatoare prin esalonare

N = W N
— =N
N W DO O
W= O O

SIS
SR O

a
216. Calculati rangul matricei | b
c

217. Fie A € M,, ,(K) o matrice de rang p. Aratati ca A poate fi adusa

prin transformari elementare pe linii gi pe coloane la forma ( '8’ 8 )

218. Fie A, B € M, (K). Aratati ca rang(AB) > rang(A) + rang(B) — n.



142 CAPITOLUL 8. SPATII VECTORIALE SI SISTEME LINIARE



Capitolul 9

Forma canonica Jordan

In acest capitol se prezinta teoria formei canonice Jordan. Trecand prin con-
ceptele de matrice caracteristica, forma diagonal-canonica, factori invarianti,
divizori elementari, se arata ca orice matrice patratica cu elemente dintr-un
corp comutativ este asemenea cu o matrice Jordan.

Pe intreg parcursul acestui capitol, prin corp vom intelege corp comutativ.

9.1 Matricea unui endomorfism

Fie K un corp. Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional si fie u,v
endomorfisme ale lui V. Fie E = {ej,...,e,} 0 baza a lui V. Exprimand
vectorii u(ey ),...,u(e,) In baza £

n
u(ej) = Zaijei, j=1,..,n cu a;€K
i=1

obtinem matricea Mg(u) := (a;j)1<ij<n € M,(K) numita matricea lui v in
baza E. Fie vectorul x € V i fie xy,...,x, (resp. yi,...,y,) coordonatele lui x
(resp. u(z)) in baza E. Atunci

n

n n n n n
Tje;) = Z%‘U(eﬂ = ZIj Zaijei = Z(Z aijT;)e;.
1 =1 i=1 =1

u(x) = u(
j j =1 j=1

143
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Deci coordonatele lui u(x) in baza E se pot obtine Inmultind matricea lui u
cu coordonatele lui z, adica

Y1 1
Y2 — My(u) T2
Yn T
De exemplu, fie ¢ simetria plana fata de dreapta y = xtgt. Atunci

cos 2t  sin 2t

. 3 3 1 .
sin 2 —cos 24 ), 1ar matricea lui o

matricea lui S 1in baza canonica este (

in baza (cos t,sin t), (—sin t,cos t) este ( é _01 )

Teorema 162 Cu notatiile de mai sus avem:
(a) Mig(u+ v) = Myg(u) + Mp(v),
(0) Mp(vu) = Mp(v)Mg(u),
(¢) Mg(du) = dMg(u) pentru orice d € K.

Demonstratie. Vom proba (b), celelalte afirmatii aratandu-se analog. Fie
Mg(u) = (a;) st Mp(v) = (b;;). Pentru k = 1,...,n avem

n

(vu)(er) = v(>_ ajre;) = i arv(e;) = i jk Xj: bije; = Zn:(i bijajk)ei.

J=1 i=1 j=1

Asadar Mg(vu) = Mg(v)Mg(u). o

Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional Pe multimea End(V) a
endomorfismelor lui V' definim o operatie de adunare prin (u+v)(z) = u(x)+
v(x) si o operatie de iInmultire cu scalari prin (au)(z) = au(x) pentru orice
u,v € End(V), a € K gi x € V. Se arata ugor ca fata de adunare si
compunere End(V) este un inel, iar fata de adunare gi inmultire cu scalari,
End(V') este un spatiu vectorial.

Teorema 163 Fie V un K -spatiu vectorial finit dimensional $i E = {eq, ..., e, }
0 bazd a lui V. Aplicatia Mg : End(V) — M,(K), u — Mg(u), este un
izomorfism de inele si spatii vectoriale.
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Demonstratie. Din teorema precedenta rezulta ca Mg este un morfism
de inele si spatii vectoriale. Asociem fiecarei matrice A = (a;;) € M,(K)
endomorfismul u4 al lui V' definit pe baza E prin

n
ua(e;) = Zaijez’7 j=1,..n.
i=1

Obtinem aplicatia « : M,(K) — End(V), a(A) = uas. Se arata usor ca
aplicatiile Mg si a sunt inverse una celeilalte. o

In particular, u este izomorfism daca si numai daca Mg(u) este matrice
inversabila.

Teorema 164 Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional, u un endo-
morfism al lui V', B, F baze ale lui V si C' matricea de trecere de la E la F.
Atunci Mp(u) = C~'Mg(u)C.

Demonstratie. Fie E = {e1,....en}, F = {fi,.... fu}, Mg(u) = (a;),
Mp(u) = (b;) si C = (¢i;). Avem

n

u(fi) =D bifi =D b Y cijes = > (O cijbjn)es.
j=1 1 =1

j= i=1 j=1

Pe de alta parte

n n

u(fr) = U(zn: cjrej) = zn:Cij(ej> = Zn: Cik Zaijei = Z(zn: AijCjk )€

i—1 i=1 j=1

Rezulta ca >7_, cibjr = X5 aije pentru 1 < 4,k < n, deci CMp(u) =

Spunem ca doua matrice A, B € M, (K) sunt asemenea, si notam A ~ B,
daci existd o matrice inversabila U € M, (K) astfel incat A = U~'BU.
Relatia de aseméanare este o relatie de echivalenta pe M, (K). Intr-adevir,
fie A,B,C € M,(K) i U,V € GL,(K). Atunci A = ["'AI, A=U"'BU
implica B = UAU!, iar daca A = U"'BU si B = V~-'CV, atunci rezulta
ca A= (VU)"lC(VU).
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Teorema 165 Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional, u un endo-
morfism al lui V' si E 0 bazd a lui V. Atunci {Mp(u)| F bazd a lui V'} este
exact multimea matricelor asemenea cu Mg(u).

Demonstratie. Incluziunea C rezultd din teorema precedenta. Reciproc,
fie B,C € M,(K), C inversabila astfel incat B = C~'Mg(u)C. Fie F
baza fi,....f, definita prin f; = > ¢je;, j = 1,...n, unde C = (¢;) st
E ={ey,...,e,}. Din teorema precedenta, rezulta ca Mp(u) = B. o

9.2 Forma diagonal-canonica

Impreuna cu inelul matricelor polinomiale M, (K|[X]) putem considera inelul
polinoamelor matriceale M, (K)[X]|. Elementele lui M, (K)[X] sunt poli-
noame f = B, X"+ ---+ B1 X + By cu coeficientii B; € M, (K), inmultirea
monoamelor ficandu-se dupa regula (AX")(BX7) = ABX™J,

Teorema 166 Intre inelele M, (K)[X] si M, (K[X]) existd un izomorfism
natural.

Demonstratie. Elementele lui M, (K)[X] au forma >F_; Az X* cu 4;, =
(@iji)1<ij<n € My(K). Se arata ugor ca aplicatia

o MUK)X) = M(KIXD, o3 AXY) = (30X i

este un izomorfism de inele. o

In continuare vom identifica inelele M, (K)[X] si M, (K[X]) prin inter-
mediul izomorfismului precedent. De exemplu, vom identifica polinomul ma-

triceal ( 0 —1 >X2 + < 2.0 )X + ( 3 3 ) cu matricea polinomiala

0 1 11 0 —3
X?4+2X+3 —X?43 : . , ‘
X X241 x—3 ) Matricele din M,,(K) vor fi numite matrice
constante.

Fie A € M, (K). Matricea X I—A se numeste matricea caracteristica a lui
Aiar Py = | X1 — A| se numeste polinom caracteristic al lui A. Radacinile lui
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5 4 2
P, se numesc valorile proprii ale lui A. De exemplu, matricea | 4 5 2
2 2 2

X—-5 —4 —2
are matricea caracteristica -4 X-5 =2 , polinomul caracter-
-2 -2 X -2
istic X? — 12X% + 21X — 10 = (X — 1)*(X — 10) si valorile proprii 1 si
10.

Fie f = B, X" +---+ B1X + By € M,,(K)[X] si A € M,(K). Matricea
fa(A) := B, A"+ -+ B1 A+ By se numeste valoarea la dreapta a lui f in A,
iar matricea fs(A) := A™B,, +---+ AB; + By se numeste valoarea la stanga
a lut f in A.

Teorema 167 (Teorema lui Bézout generalizata.) Fie f € M, (K)[X] si
A€ M,(K). Atunci exista g € M,,(K)[X], astfel incat f = q(IX —A)+ fa(A)
si aceasta este unica scriere a lui f sub forma f = ¢(IX —A)+7r cu q €
M, (K)[X] sir e M,(K).

Analog, exista q € M,(K)[X], astfel incit f = (IX — A)g + [s(A) si
aceasta este unica scriere a lui f sub forma f = (IX — A)¢d +r cu ¢ €
M, (K)[X] sir e M,(K).

Demonstratie. Fie f = B, X™ + --- + B1X + By. Atunci f;(A) =
BmAm R BlA + Bo. Deci

f—=fa(A)=B,(IX" —A™")+ -+ B(IX — A)
si e suficient sa observam ca
IXF - AR = (IX — A)(IXP L 4. 4 AR,

Unicitatea. Fie f = q¢(IX — A)+r=q¢(IX — A)+ 1" cuq,q € M,(K)[X],
r,r’ € My(K). Atunci (¢ — ¢ )IX —A)+r—1"=0,deci ¢ =¢ sir =1,
altfel polinomul (¢ — ¢')(IX — A) are gradul > 1.

Fie A € M, (K) o matrice si f = b,XP+b, 1 XP '+ -+ X +by € K[X]
un polinom. Matricea f(A) = b,A? + b, 1 AP + -+ b1 A+ byl € M, (K),
se numeste valoarea lui f in A. Se vede ca (If)(A)g = (If)(A)s = f(A). De

exemplu, valoarea lui f = X2+ X +1in (1) 1 este matricea nula.
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Teorema 168 (Hamilton-Cayley.) Fie A € M,(K). Atunci P4(A) = 0.

Demonstratie. Fie (IX — A)* matricea adjuncta a matricei caracteristice
IX — A. Din teorema 127 rezulta ca [Py = I[[IX —A| = (IX - A)*(IX — A).
Din teorema lui Bézout generalizata deducem ca 0 = (I P4)4(A) = Ps(A). o

Spunem ca doud matrice polinomiale A, B € M, (K[X]) sunt echivalente,
si notam A ~ B, daca exista doua matrice inversabile U,V € M, (K|[X])
astfel incat A = UBV.

Aceasta este o relatie de echivalents pe M, (K[X]). Intr-adevir, fie
A,B,C € M,(K[X]) si U,V,U",V' € GL,(K[X]). Atunci A = TAI, A =
UBV implica B = U 'AV~! ijar dacda A = UBV si B = U'CV’, atunci
rezulta ca A =UU'CV'V.

Teorema 169 Fie A,B € M,(K). Atunci A ~ B dacd $i numai daca
IX-A~IX—-B.

Demonstratie. Implicatia directd este imediatd: daca A = SBS™! cu
S € GL,(K), atunci IX — A= S(IX — B)S™.

Reciproc, presupunem ca I X —A ~ I X —B. Deci exista f,g € M, (K)[X]
inversabile astfel incat

IX —B=f(IX - Ag.

Rezultd ci f(IX — A) = (IX — B)g' si (IX — A)g = f~Y(IX — B). Din
teorema lui Bézout generalizata, exista fi1, g1 € M, (K)[X] si F,G € M,(K)
astfel Incat

f=UX-B)i+F s g=qa(IX—-B)+G.
Notam a« = I X — A si § = [X — B. Combinand relatiile anterioare gasim
B =fag=falnf+G)=fagpB+ faG = fagB+ (Bfi + F)aG.

Deci
B —FaG = fagif+ BfiaG = fagi B+ Bfialg — g18) =
= fagiB+ Bfiag — Bfiagif = By 18+ Bff 8 — BfiagB.
Agadar

IX—B—F([X_A)G: ([X_B)(gflgl—i‘flf*l—fl([X_A)gl)([X—B)-
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Privite ca polinoame, membrul stang are gradul < 1, deci membrul drept
este nul, altfel are gradul > 2. Rezulta ca FG =1 i B = FAG. e

Daca dy, ...,d, € K[X], notam cu diag(dy, ..., d,) matricea cu elementele
dy, ..., d, pe diagonala principala si zero in rest.

Teorema 170 Fie C € M, (K[X]) cu |C| # 0. Atunci ezista si sunt
unice polinoamele unitare dy,...,d, € K[X] astfel incat dy | dy | ... | d,
si C ~ diag(dy, ...,d,). (Matricea diag(dy, ...,d,) se numeste forma diagonal-
canonicd a lui C.)

Demonstratie. Existenta. Vom arata mai mult si anume ca C se poate
aduce prin transformari elementare pe linii si coloane la forma diag(d, ..., d,)
cu dy, ..., d, polinoame unitare astfel incat dy | ds | ... | d,.

Este suficient sa aratam ca prin transformari elementare pe linii si coloane,
putem aduce matricea C' la forma urmatoare.

(%) Elementul ¢;; este polinom unitar, toate celelalte elemente de pe prima
linie §i prima coloana ale lui C' sunt nule si ¢;; divide toate elementele ma-
tricei.

Intr-adevir, fie ¢’ matricea obtinuta din C taind prima linie gi prima
coloana. Cum |C| # 0, rezulta ca |C'| # 0. Rationand prin inductie dupa
n, putem presupune ca C’ se poate aduce prin transformari elementare pe
liniile i coloanele 2, ..., n la forma C' ~ diag(ds, ..., d,) cu da, ..., d,, polinoame
unitare astfel incat ds | da | ... | d,. Cum ¢q; divide toate elementele matricei
C’, rezulta ca c1; divide ds, si afirmatia este probata.

La forma (%) se ajunge prin intemediul algoritmului urmator.

do
Prin permutari de linii si coloane, se aduce in pozitia (1, 1) un polinom
nenul de grad minim;
while c¢11 nu divide toate elementele de pe prima linie do
begin
Se alege un element c¢;; nedivizibil cu ¢yy;
Se face impartirea cu rest ¢;; = qciq + 15
Se scade coloana 1 inmultita cu ¢ din coloana j;
Se permuta coloanele 1 si j;
end
for j=2 ton do
Se scade coloana 1 inmultita cu ¢1;/c1; din coloana j;
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while c¢;; nu divide toate elementele de pe prima coloana do
begin
Se alege un element ¢;; nedivizibil cu ¢;q;
Se face impartirea cu rest ¢;; = qcyy + 7
Se scade linia 1 inmultita cu ¢ din linia ¢;
Se permuta liniile 1 si 4;
end
fori=2 ton do
Se scade linia 1 Inmultita cu ¢;;/c1; din linia ;
if c;1 nu divide un element c,p then se aduna linia « la linia 1;
until ¢q; divide toate elementele matricei;
se imparte prima linie la coeficientul dominant al lui ¢q;.

Se observa ca la fiecare parcurgerea unei bucle while c;; se inlocuieste cu
restul unei impartiri la cy1, deci gradul lui ¢y; scade strict. Dupa parcurg-
erea celor doua bucle while, cu exceptia lui cq1, toate celelalte elemente de
pe prima linie si prima coloana ale lui C' sunt nule. Rezulta ca dupa fiecare
parcurgerea a buclei do-until, gradul lui ¢;; scade strict (exceptand even-
tual prima parcurgere). Deci algoritmul se termina dupa un numar finit de
pagi. E clar ca la terminarea algoritmului matricea C verifica conditiile (x). o

Pregatim demonstratia unicitatii. Fie C' € M, (K[X]) cu |C| # 0. Pentru
fiecare 1 < p < n, fie A,(C) polinomul unitar egal cu cmmdc al p-minorilor
lui C. Astfel A;(C) este cmmde al elementelor lui C, iar A,(C) = o !|C]|,
unde a este coeficientul dominant al lui |[C|. Cum orice (p 4+ 1)-minor e
combinatie liniara de p-minori, rezulta ca

A1 (C) [ Ax(C) | . [ An(C).

In particular, daci C' este matricea caracteristicd a unei matrice A € M, (K),
A,(C) = P4. De exemplu, pentru matricea XI,, polinoamele A sunt
X, X% .., X"

Lema 171 Fie C;D € M,(K[X]) cu |C| # 0 i |D| # 0. Daca C ~ D,
atunci A,(C) = Ap(D), pentrup =1, ..., n.

Demonstratie. Cum C' ~ D, exista U,V € GL,(K[X]) cu C = UDV. Fie
1 < p < n. Din formula Binet-Cauchy vedem ca A, (D) divide orice p-minor
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(UD) | A (UDV).

al lui UD, deci A,(D) | Ay(UD). La fel se vede ca
| Ap(D). Cum A,(C),

Deci Ay(D) | A,(C) si, datorita simetriei, A,(C)
A, (D) sunt polinoame unitare, ele sunt egale. o

Demonstratia teoremei 170 (unicitatea). Fie C' € M, (K[X]) si dy,...,d, €
K[X] polinoame unitare astfel incat dy | da | ... | d, si C ~ diag(dy, ..., d,).
Notam D = diag(dy,...,d,). Conform lemei precedente, A,(C) = A,(D)
pentru p = 1,2,...,n. Fie 1 < p < n. p-minorii nenuli ai lui D sunt pro-
dusele de p elemente d;. Cum d; | ds | ... | dy, rezulta A,(D) = dids - - - d,.
Cf. lemei precedente, A,(C) = Ay(D) = dydy---d, pentru p = 1,2, ..., n.
Atunci d; = A(C), dy = Ao(C)/AL(C),..., dy = A (C)/AL-1(C). Asadar

polinoamele d; sunt unic determinate. o

Ap
Ay

Observatia 172 Din demonstratia precedenta rezulta ca, pentru o matrice
C € M,(K[X]) cu |C| # 0, elementele formei diagonal-canonice diag(dy,
dg, ...,d,) se pot calcula prin di = A(C), do = Ay(C)/A(C),..., d, =
An(C)/An-1(C).

Din teorema 170 si observatia 172 rezulta

Teorema 173 Fie C,D € M,(K[X]) cu |C|# 0 si |D| # 0. Atunci C ~ D
< C,D au aceeasi forma diagonal-canonica < A,(C) = A,(D), pentru
p=1,..,n.

9.3 Forma Jordan a unel matrice

Fie A € M,(K) si presupunem ca matricea caracteristica X1, — A a lui
A are forma diagonal-canonica diag(1,...,1,dy,ds, ..., d,), unde dy,ds, ..., d,
sunt polinoame unitare de grad > 1. Polinoamele dy, ds, ..., d, poarta numele
de factorii invarianti ai matricei A. Asadar, factorii invarianti ai matricei
A € M,,(K) sunt polinoamele de grad > 1 ale formei diagonal-canonice a lui
X1 — A. Altfel spus, factorii invarianti ai lui A sunt polinoamele neconstante
de forma A;(IX — A)/A;_1(IX — A), i =1,...,n, cf. observatiei 172.

De exemplu, matricea nula are factorii invarianti X, X, ..., X, iar matricea
diag(1,2,...,n) are factorul invariant (X —1)(X —2)--- (X —n).
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Teorema 174 Produsul factorilor invarianti ai unei matrice A € M, (K)
este egal cu polinomul caracteristic al lui A.

Demonstratie. Deoarece X1, — A ~ diag(1,...,1,dy,ds, ...,d,), exista
UV € GL,(K[X]) astfel incat XI,, — A = Udiag(1,...,1,dy,ds,...,d.)V.
Deci

Py = |X1I, — A| = |Ul||diag(1,...,1,dy,dy, ....,d.)||V| = |U||V]dy - - - d,.
Cum P, gi dy---d, sunt polinoame unitare si |U|,|V] € K*, rezulta ca
UIIV]=1. e

Din teoremele 173 si 169 rezulta

Teorema 175 Doua matrice A, B € M,(K) sunt asemenea daca si numai
daca au aceeasi factori invarianti.

Unui polinom unitar f = X" +a, 1 X" '+ -+ a1 X + a9 € K[X], 1i
asociem matricea Cy € M, (K)

00 - 00 —ag
10 - 00 —a
) = 01 - 0 0 —a
00 -+ 10 —ap2
00 -+ 01 —a,

numita matricea companion a lui f sau companionul lui f. De exemplu,

. 0 —5
Cxi3=(-3) 81 Oxz2_xy5 = ( 11 )

Teorema 176 Polinomul caracteristic al companionului lui f este chiar f,
adica | X1, — C¢| = f. In particular, f(Cf) = 0.

Demonstratie. Pastrand notatiile anterioare, avem

X o --- 0 0 ag
-1 X .- 0 0 aq
O -1 --- 0 O a
Pe, = IXI - €| = :
0 o --- -1 X Ay
0 0o --- 0 -1 X+a,1
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Dezvoltand dupa ultima coloana rezulta

Po, =ap+aX 4+ ap o X" + (X +a,1) X" = f.

Alternativ, dezvoltand dupa prima linie obtinem Pg, = X|XT — Cy| + ao,
unde g = X" ' 4+ a, 1 X" 2+ -+ aX + a1 si se face inductie dupa n.
Egalitatea f(Cy) = 0 rezulta din teorema Hamilton-Cayley. o

Teorema 177 Companionul matriceal Cy al unui polinom unitar f € K[X]
are un singur factor invariant si anume f. Altfel spus,

XI—Cy ~diag(1,...,1, f).

Demonstratie. Fie

X 0 - 0 0 ag

-1 X -0 0 aq
B:XI—Cf: 0 —1 0 0 Q9

0 0 oo =1 X ap_9

0 0 - 0 -1 X+a,

Din teorema precedenta, A, (B) = Po, = f. (n — 1)-minorul lui B obtinut
taind prima linie si ultima coloana are valoarea (—1)"!, deci A,,_1(B) = 1.
Pentru 1 < i < n — 2, Ay(B) divide A,,_1(B), deci A;(B) =1 . Se aplica
observatia 172. e

Fie matricele C; € M, (K[X]), i =1, ...,t. Matricea

i

C
CL®Ch@® - @ Cy o= diag(Ch, O, ..., Cy) = ?

C

se numeste suma directd a matricelor Cf,...,C;. Afirmatiile urmatoarei leme
se probeaza usor.

Lema 178 Fie matricele C;, D; € M, (K[X]), i=1,...,t.
b) (Cr@--dC)Di®---®D) = (Ci1D1) @ --- & (CeDy).
(¢) Daca C; ~ D; pentrui =1,....t, atunci C1 @+ - & Cy ~ D1 B -+ - D Dy.
(d) Daca C;, D; sunt matrice constante i C; ~ D; pentru i = 1,...,t,
atunci C1 @ - Cy = D1 B --- B Dy.
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Teorema 179 Daca matricea A € M, (K) are factorii invarianti dy, ..., d,,
atunci
AxCy @ ®Cy,.

Demonstratie. Cf. teoremei 177, avem
—(Co, @ ®Cq)=(XI-Cq) & & (XI—-Cqy,) ~

~diag(l,...,1,dy) @ --- ® diag(1,...,1,d,) ~ diag(1,...,1,dy, ...,d,).

Cumd, | ds | -+ | d,, deducem ca dj, ..., d, sunt factorii invarianti ai matricei
Cy, @ - Cy,. Se aplica teorema 175. o

Fie dy,...,d, € K[X] factorii invarianti ai matricei A € M, (K) si fie
T1,..,Ts € K[X] divizorii lor ireductibili (unitari). Putem scrie

di = W’f“ﬂgm "'Wkis, 1= 1,...,T cu0 S ]{?1]' S kgj S S ]{er, j: 1,...,5.

Polinoamele
k‘ij
{m;
se numesc divizorii elementari ai lui A. Deci divizorii elementari sunt puteri
de polinoame ireductibile unitare din K[X]. Egalitatile anterioare permit

recuperarea factoriilor invarianti din divizorii elementari. Din teorema 174
rezulta

kij > 1, 1= 1, T j = 1, ...,S}

Teorema 180 Produsul divizorilor elementari ai unei matrice A € M, (K)
este egal cu polinomul caracteristic al lui A.

Din teorema 175 rezulta

Teorema 181 Fie doud matrice A, B € M, (K). Afirmatiile urmatoare sunt
echivalente:

(a) A~ B,

(b) A, B au aceeasi factori invarianti,

(¢) A, B au aceeasi divizori elementari.

Teorema 182 Fie f,g € K|[X]| doud polinoame unitare neconstante prime
intre ele. Atunci Cyq =~ C; @ C,.
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Demonstratie. Fie n = p 4 ¢, unde p este gradul lui f iar g este gradul
lui g. Cf. teoremei 181, e suficient sa aratam ca Cy @ C, are un singur factor
invariant si anume fg. Avem

XI—-(CraC,) = (X1,—Cp)d(X1,—C,) ~ diag(1, ..., 1, f)@diag(1, ..., 1,g) ~

~diag(1,...,1, f,g) ~ diag(1,...,1,1, fg).
Ultima echivalenta rezulta din faptul ca (n — 1)—minorii nenuli ai matricei

diag(1,...,1, f, g) sunt egali cu f, g sau fg, deci A, _1(diag(1,...,1, f,g)) = 1.

Fie 7 € K[X] un polinom ireductibil unitar de grad s si £ > 1. Definim
celula Jordan corespunzitoare lui 7% prin

N O,
Je(m) = N C; € My (K)

N C;
unde companionul C; apare de k ori iar matricea N € M,(K), care apare de

k —1 ori, are forma N = L , elementele omise in Ji(7) si NV fiind nule.

O suma directa de celule Jordan se numeste matrice Jordan.
Pentru k& = 1 avem Jy(r) = C;. Fie A € K. Pentru celula Jordan

A
1 A
Je(X =) = LA vom utiliza si notatia mai simpla Ji(\).
1 A
0 -1 0 0
) . " s 1 -1 0 0
X?+ X +1 este ireductibil peste R g1 Jo(X*+ X +1) = 0 10 -1
0 01 -1

Teorema 183 Daca m € K[X] un polinom ireductibil si k > 1, atunci

Oﬂk ~ Jk(ﬂ')
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Demonstratie. Cf. teoremelor 175 gi 177, e suficient sa vedem ca Ji(m)
are un singur factor invariant si anume 7*. Fie D matricea caracteristica a
lui Ji(7) si fie n = sk, unde s este gradul lui 7. (n—1)-minorul lui D obtinut
taind prima linie gi ultima coloana are valoarea +1. Rezulta ca A,,_1(D) = 1,
deci A;(D) = 1 pentru 1 <i < n—1. Pe de alta parte, cu regula lui Laplace,
vedem ca A, (D) = m*. Deci Ji(7) are un singur factor invariant si anume

7Tk. [ J

Enuntam teorema centrala a teoriei formei Jordan.

Teorema 184 (Forma Jordan a unei matrice). Dacd matricea A € M, (K)
are divizorii elementari W’fl,...me, atunci

A ~ Jk1<7T1) D---D Jks(ﬂ-s)~

Mai putin o permutare a celulelor, Jy, (m) @ - - @ Ji, (7s) este unica matrice
Jordan asemenea cu A. Fa se numeste forma Jordan a lui A.

Demonstratie. Fie d unul dintre factorii invarianti ai lui A si d = plt - - plt
descompunerea lui d in produs de factori ireductibili. Cf. teoremei 182,

Cl l%Cl Cl l%"'%Cl . o Cl.
Pyt ot pf@ P epyt pll@ b it

t

Folosind acest fapt si teoremele 175,183, rezulta ca
A=Cy @@ Cy, %C'Wffl ®- D C ks ~ g (m) @ D Ty, ().

Unicitatea formei Jordan rezulta din faptul ca matricea Jordan J, (m) @

k1 ks

-+ @ Ji, (ms) are divizorii elementari 7*,..., w55, o

De exemplu, se poate arata ca matricea A = € M3(K), K

—_ = =

1 1

11

11

corp de caracteristica # 3, are factorii invarianti X, X (X — 3), deci divizorii

elementari X, X, X —3. Rezulta ca A = J1(X) @ 1(X) & Ji(X —3) =
000

0 0 O |. Aceeasi matrice are peste un corp de caracteristica 3 divizorii
0 0 3
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elementari X, X2, deci forma Jordan J;(X) @ Jo(X) =

O O O
_ o O
o O O

Din teorema anterioara si teorema 165 rezulta

Teorema 185 (Forma Jordan a unui endomorfism). Pentru orice endomor-
fism u al unui K-spatiu vectorial finit-dimensional, exista o baza in care
matricea lui u este matrice Jordan. Aceasta matrice este unica pana la o
permutare a celulelor si se numeste forma Jordan a lui w.

Recapitulam conceptele ce conduc la forma Jordan: matrice constanta,
asemanare de matrice constante, matrice caracteristica, echivalenta de ma-
trice polinomiale, forma diagonal-canonica a unei matrice polinomiale, factori
invarianti, divizori elementari, companion matriceal, celula Jordan, matrice
Jordan.

Corolarul 186 Daca o matrice A € M, (K) are n valori proprii distincte in
K, M\, X, ..., N\, € K, atunci

A= diag(Ai, Az, ooy An).

In particular, daca un endomorfism u al unui K-spatiu vectorial n-dimensi-
onal are n valort proprii distincte, atunci u este diagonalizabil.

Demonstratie. Cum produsul divizorilor elementari ai lui A este Py =
(X—=X1) - (X=A\,), rezulta ca acegtia sunt exact X =X, X —Xg, ..., X—=\,,. @

9.4 Polinomul minimal

Fie A € M, (K) o matrice gi f =b,X? + b, 1 XP '+ -+ 0, X + by € K[X]
un polinom. Matricea f(A) = b,AP + b, AP + -+ b A+ byl € M, (K),
se numeste valoarea lui f in A. De exemplu, valoarea lui f = X?+ X +11n

0 —1

1 -1

Fie A € M, (K) o matrice fixata. Se verifica ugor ca aplicatia

pa: K[X] = My (K), »a(f) = f(A)

este matricea nula.
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este un morfism de inele. Nucleul sau ker(p4) este un ideal nenul deoarece,
potrivit teoremei Hamilton-Cayley, P4(A) = 0, deci P4 € ker(¢a). Unicul
generator polinom unitar g4 al idealului ker(p4) se numeste polinomul min-
imal al lui A. Reamintim ca 4 este polinomul unitar de grad minim in
ker(ea), cf. demonstratiei teoremei 94.

Teorema 187 Fie A € M,(K) o matrice si g € K[X] un polinom. Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente.

(a) 9= pa,

(b) g este unitar, g(A) = 0 si g este de grad minim intre polinoamele cu
aceste proprietati,

(c) g este unitar, g(A) = 0 si g divide toate polinomele h € K[X] cu
proprietatea h(A) = 0.

Demonstratie. Echivalenta (a) < (b) a fost justificata mai sus, iar impli-
catiile (a) = (c) si (¢) = (b) sunt clare. o

Exemple 188 (a) Daca a € K, atunci pg = X — a daca $i numai dacd
A=ual.
0 -2

(b) Fie A = ( 1 3 >§if:X2—3X+2:(X—1)(X—2). Deoarece
f(A) =0, pa poate fi f, X —1 sau X —2. Cum A # I, 2I, ramane ca
pa=f.

Teorema 189 Fie f € K[X]| un polinom unitar. Atunci polinomul minimal
al companionului lui f este chiar f, adica pc, = f.

Demonstratie. Fie f = X"+ ap,_ 1 X" 1 +---+a1 X +ay si fie eq,...,e,, baza
canonica a lui M, ;(K), adica coloanele matricei I,,. Vedem ca Cre; = €;41
pentrui = 1,...,n—1, deci C}ei =ei41. Dacd g = cp X" 4o X+ €
K[X] are proprietatea g(Cy) = 0, atunci

Co
C1
0= g(C'f)el = Cp—1€n + -+ C1€2 + o1 =

Cn—1

deci g = 0. Se aplica teoremele 176 si 187. e
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Teorema 190 Fie A € M,(K). Atunci polinomul minimal al lui A este
ultimul factor invariant al lui A. Altfel spus,
HA= A L(XT - A)

Demonstratie. Fie dy | --- | d, factorii invarianti ai lui A. Cf. teoremei
179, exista S € GL,(K) astfel incat

SAS_lszl@---@Cd.

r

Daca g € K[X], atunci
Sg(A)S™! = g(SAS™) = g(Ca)) ® -+~ ® 9(Cu,).

Deci g(A) = 0 daca gi numai daca g(Cy,) = 0, ¢ = 1,...,7. Din teorema
precedentd, yic, = d;. Tinand seama ca dy | -+ | d,, rezultd ca g(A) = 0
daca gi numai daca d,. | g. Deci g =d,.. ®

Teorema 191 (Teorema lui Frobenius.) Fie A € M, (K). Atunci Py $i pia
au aceeasi factori ireductibili in K|[X].

Demonstratie. Fie dy | --- | d, factorii invarianti ai lui A. Cum Py =
di---d.sidy |- |d,,rezulta ca Py i d, au aceeasi factori reductibili. Dar
d,. = j4, cf. teoremei precedente.

O matrice A € M, (K) se zice diagonalizabila daca A este asemenea cu o
matrice diagonala.

Teorema 192 O matrice A € M,(K) este diagonalizabila dacd $i numai
daca pua are toate radacinile in K g1 acestea sunt distincte.

Demonstratie. Are loc girul de echivalente. A este diagonalizabila < di-
vizorii elementari ai lui A sunt de forma X — a cu a € K < fiecare factor
invariant al lui A are toate radacinile in K si acestea sunt distincte < ultimul
factor invariant (adica u4) are toate radacinile in K si acestea sunt distincte.
[ ]

Fie A € M,(K). Interpretam pe A ca endomorfismul spatiului vecto-
rial M,,;(K) ~ K" dat prin v — Av. Putem atunci vorbi de defectul lui
A = dimensiunea nucleului acestui endomorfism. Din teorema rang-defect,
rang(A) + defect(A) = n.
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Teorema 193 Fie A € M,(K) si A € K. Afirmatiile urmdtoare sunt
echivalente.

(a) P4(X) =0 (adica \ este valoare proprie a lui A),

(b) matricea A — M\ este neinversabild,

(c) defect(A—\I) > 1,

(d) Ezista 0 # v € M, 1(K) astfel incat Av = \v.

Demonstratie. Avem girul de echivalente. 0 = P4(\) = |\ — A| < ma-
tricea A—AI este neinversabila < rang(A—\) < n—1 < defect(A—NI) > 1
< are loc (d). e

Un vector 0 # v € M, 1(K) astfel incat Av = v se numeste vector
propriu al lui A corespunzator valorii proprii A iar ker(A — ) = {v €
M, 1(K)| Av = Av} se numeste spatiul vectorilor proprii corespunzator valorii
Proprii A.

9.5 Cazul K =C

In continuare, vom lucra numai in cazul K = C. Deoarece peste C poli-
noamele ireductibile unitare sunt de forma X — )\, rezulta ca toate celulele
Jordan sunt de forma

A
1 A
Je(N) = LA culeCsik>1.

1 A
Vom numi o astfel de matrice A-celula Jordan de ordin k. Forma Jordan a

unei matrice A € M, (C) se mai numeste forma canonica Jordan.
Teorema 184 capata forma urmatoare.

Teorema 194 (Forma canonica Jordan a unei matrice). Orice matrice A €
M, (C) este asemenea cu o matrice de forma

J =Tk (A1) © Jiy (A2) © - @ Jg, (As).

Matricea J este unic determinata pana la o permutare a celulelor Jordan
st este numitd forma canonica Jordan a lut A. A, ..., \s € C sunt valorile
proprii ale lui A.
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Demonstratie. Se aplica teorema 184. In plus, rezulta ca Py = (X —
AR (X — M)k, Deci Ay, ..., A, sunt valorile proprii ale lui A. e

Agadar forma canonica Jordan a unei matrice A este determinata de
valorile proprii ale lui A si, pentru fiecare valoare proprie A, de numarul si
ordinul A-celulelor.

Observatia 195 In ipotezele si cu notatiile din teorema precedenta, daca
f € C[X], atunci

JA) = [(Ji (M) @ [Tk (A2)) ® -+ & f(Jk,(As))-

Se poate aplica teorema urmatoare.

Teorema 196 Fie A € C, f € C[X]| si k > 1. Atunci

f/(A)
iAo
) = 52 ER
(k—1) " !
f(k_lﬁ) f2(!A) f1(1A) f)

elementele de deasupra diagonalei principale fiind nule.

Demonstratie. Ne putem reduce la cazul f = X™. Vedem prin calcul

0
10
ca puterile succesive ale celulei Jordan J;(0) = L0 sunt
1 0
0
0 0
J]?(O): 10 0 » T JI§71<O): ) Jll§<0>20
1 0 0 1

Aplicand formula binomului lui Newton pentru J*(A) = (A + Ji(0))™,
obtinem formula din enunt, deoarece (X?)™ /m! = C"XP~™" o
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Fie ag, a1,...,ap—1 € C, a9 # 0. Consideram sirul definit prin relatia
de recurenta x,, = a,_1Tp—1 + aQp_2Tp_2 + -+ + AQTp_p CU Tp,...,Tp—1 date.

Avem relatia matriceala (zp,—pi1, ..., Tn) = (Tn_p, ..., Tn_1)A, unde A este
companionul matriceal al polinomului f = X? —a, 1 X' —--- — a1 X —qq
(f = 0 se numeste ecuatia caracteristicd a relatiei de recurenta). Rezulta ca

(Tn—pt1y ees Tn) = (Toy oey Tp—1)A™. (9.1)

Fie f = (X — A+ (X — X\)% cu A, ..., )\, distincte. Rezultd ca A ~
iy (M) @ Ty (A2) B -+ - @ Ji, (As), deci A" = J7 (A1) @ T (A2) @ -+ @ T (As)-

Din relatia 9.1 si teorema 196, rezulta ca termenul general al sirului are forma
Tp = (bio+bun+- - +bi 0™ A 4 4 (o + b+ - -+ g, AT

cu coeficientii b;; € C.
De exemplu, termenul general al sirului definit prin relatia de recuren
Ty = 2Ty + Tyoo — 20,3 — T,y are forma z,, = (a + bn)(1/2 4+ /5/2)"

(¢ +dn)(1/2 — v/5/2)".

£3
_|_

Fie A € M,(C) si A o valoare proprie a lui A. Multiplicitatea m,(X) a lui
A ca radacina a lui P4 se numeste multiplicitatea algebrica a lui A. Numarul

mg(A) = defect(A — A1)

adica dimensiunea subspatiului vectorilor proprii corespunzator lui A, se
numeste multiplicitatea geometrica a lui .

Daca A ~ B, atunci P4 = Pg, deci A, B au aceleasi valori proprii si cu
aceleasi multiplicitati algebrice.

Teorema 197 Daca A ~ B si \ este o valoare proprie a lui A, atunci
multiplicitatea geometrica a lui A in A este egala cu multiplicitatea geometrica
alut A in B.

Demonstratie. Fie S € GL,(K) astfel incat B = SAS™!. Avem defect(B—
M) =defect(SAS™ — XI) = defect S(A— N)S™! =defect(A— \). @

Dacd A = Jg()), atunci P4 = (X — A\)F. Deci my(A\) = k si my(A) =
defect(A — AI) = k — rang(J,(0)) = 1.
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Teorema 198 Fie A € M, (C) si A o valoare proprie a lui A. Atunci mul-
tiplicitatea algebrica a lui X in A este suma ordinelor \-celulelor lui A, iar
multiplicitatea geometrica a lui A in A este numarul \-celulelor lui A. In
particular, mq(A) > my(N).

Demonstratie. Ultima afirmatie rezulta din celelalte. Fie J = Ji, (A1) ®
Ty (A2) @ -+ @ Ji,(\s) forma canonica Jordan a lui A. Cum A ~ J, A are
aceeasi multiplicitate algebrica (resp. geometrica) in A si J. Deci putem
presupune cd A = J. Avem Py = (X — \)* ... (X — \,)*, de unde rezulta
prima afirmatie. Apoi,

mg(A) = defect(A — AI) =
— defect(Jp, (A — AN @ Jo,(ha — A) @ - @ Jo. (hs — A)) =
= defect(Jg, (A1 — \)) + defect(Jx, (A2 — A)) + - - - + defect(Jp, (As — N)).
In final folosim faptul ca

0 daca a#0
defect(Jx(a)) = { 1 dack =0
Corolarul 199 O matrice A € M,(C) este diagonalizabild daca si numai
daca toate valorile proprii ale lut A au multiplicitatea algebrica egalda cu mul-
tiplicitatea geometrica.

Demonstratie. Folosim teorem precedenta. Afirmatia rezulta din faptul
ca A este diagonalizabila daca si numai daca toate celulele Jordan ale sale
au ordinul 1. e

Lema 200 Daca A € C st k,p > 1, atunci
defect(J;(0)) = min(k,p).

Demonstratie. Pentru p > k, JE(0) = 0, deci defect(J;(0)) = k. Pentru
p < k—1, J(0) are o diagonala formata din k — p elemente egale cu 1 si
toate celelalte elemente nule. Deci defect(J;(0)) = p.

Teorema urmatoare permite un calcul direct al formei canonice Jordan a
unei matrice de numere complexe.
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Teorema 201 Fie A € M, (C), X o valoare proprie a lui A sip > 1. Atunci
numarul \-celulelor Jordan ale lui A de ordin > p este

defect((A — AI)P) — defect((A — NI )P™1).

Demonstratie. Fie J = Ji, (A1) & Jiy(A2) & -+ - @ Ji, (As) forma canonica
Jordan a lui A. Cum A, J sunt matrice asemenea, putem presupune ca
A =J. Atunci

defect((A — AI)P) =

— defect(J2. (A = A) @ T (A= N) @B JL (A — A)) =

= defect(J;, (A — A)) + defect (J, (A2 — X)) + - - - + defect(J7_(As — A)).

Folosind faptul ca defect(J}(«)) = 0 daca « # 0 si lema anterioara, avem

defect((A — AI)P Z > min(k;, p).

J=1 A=A
Formula are loc si daca inlocuim p cu p — 1. Rezulta ca

defect((A — M )?) — defect((A — AI)P™') =

S S

=Y (min(k;,p) — min(k;,p — 1.
J=1 =X ]zlz\j ANk >p

Din teorema anterioara rezulta urmatorul algoritm de calcul direct al
formei canonice Jordan a unei matrice de numere complexe A.

1. Se calculeaza valorile proprii ale lui A, adica radacinile lui Py.

2. Pentru fiecare valoare proprie A, se calculeaza numerele

fp = defect((A — AI)P) — defect((A — AI)P™Y), 1<p<mu(A)+ 1.

Pentru 1 < p < mgy(A), numarul A-celulelor Jordan ale lui A de ordin p este

fp - fp+1-
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De exemplu, fie A =

TN =

0
1
0
ca A are o singura 1-celula Jord

0 0 0 11 -1
2 =3 3 |si(A—4)*=|[0 0 0 |.Deci f;=defect(A—4I)=1
5 0 0 00 O
si fo = defect(A —47)? —defect(A—4I) =2—1 = 1. Deducem ca A are o 4-
celula de ordinul doi. Deci forma canonica Jordan a lui A este J;(1)& J2(4) =
1 00
0 4 0
01 4

9.6 Aplicatii ale formei canonice Jordan.

Fie A € M,(C) o matrice cu forma canonica Jordan J = Ji, (A1) ® Jx, (A2) &
-+ @ Ji, (As). Ne intereseaza gasirea unei matrice inversabile U astfel incat
A =UJU™! (U se numeste matrice de asemdnare intre A si J sau mai simplu
matrice de asemanare pentru A). Pentru B € M,,(C) si u,v € M, 1(C), vom
scrie u 3 v, daca Bu = v.

Fie U € M,(C). Notam coloanele lui U prin wq,..., Uik, - ,Usl - Usk, -
Atunci coloanele matricei AU sunt

Aun, ceey Aulkl, ceey Ausl, cany Ausks.
Pe de alta parte, coloanele matricei U.J sunt
ALUIL U2y ooy AMULE 1 F Uik, AN ULEy s ooy AstUst F Us2y ooy AUk, -

Deci egalitatea AU = UJ este echivalenta cu setul de relatii

A=\ 1 A-\ 1 A=\ 1 A-\1
U11 = U12 e Uk, =70 (92)

A—NsI A—XsI A—XsI A—NsI
Usy  — Usy —> o0 = Ugp, — 0.

Fie Spec(A) = {A1, ..., As}, multimea valorilor proprii ale lui A. Fie F' =
{1k, , Uoky, .-, Usk, } §1 pentru fiecare A € Spec(A), fie Fy = {uy, € F| N
A}

Dam, fara demonstratie, urmatoarea teorema.
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Teorema 202 (Filippov.) Matricea U este o matrice de asemanare intre A
si J daca si numai daca coloanele lui U wverifica relatiile (9.2) si mulfimea
F)\ este liniar independentd pentru orice A € Spec(A).

In particular, daca valorile proprii ale lui A sunt distincte, atunci U este
o matrice ale carei coloane sunt vectori proprii ai lui A (cate unul pentru
fiecare valoare proprie).

3 -1 -1 -1

. . 2 1 0 -1 .

Exemple. (1). Fie matricea A = 5 1 -1 0 . Avem Py = X*si
3 -1 -1 -1

defect(A) =1, deci A ~ J4(0). U este matrice de asemanare daca si numai
daca coloanele sale, u,..., uy, verifica:

A A A A .
Uy — Uy — uz — ug — 0 si ug # 0.

2 0 -1 -1 100 -1
o . .+ 2 |10 -1 0 3 |1 00 -1
Calculam puterile lui A: A* = 9 0 -1 —1 | A° = 100 -1
2 0 -1 -1 100 -1
Putem lua u; = (1,0,0,0), adica U sa fie matricea formata cu prima coloana
1 3 21
. s 3. 77 | 02 11
din I, A, A% A% U = 02 9 1
03 21
Putem proceda si astfel. Rezolvand prin eliminare gaussiana sistemul cu
3 -1 -1 -1 a
matricea extinsa 2 -1 0 —1b gasim
2 -1 -1 0 ¢ |’
3 -1 -1 -1 d
100 —1 a—c a—c+ A
8 (1) (1) :1 2a ;E; 2 , de unde obtinem solutia 2a ;E gic;_ A
000 O d—a A
si conditia de compatibilitate d = a. In final, dand lui A succesiv valorile
1 0 01
o . 1 1 -1 1
1,0,0,0 gasim U = 5 1 0 1
0 0 01
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0 -1 21
. . 2 121 -
(2). Fie matricea A = 1 1 9 9 Avem Py = (X — 2)°X?
0 -1 2 1
defect(A—2I) =1gidefect(A) =1, deci A~ J5(2) ® Jo(0). U este matrice
de asemanare (adicd A = U(J2(2) ® J2(0))U 1) daca si numai daca coloanele

sale, uy,..., uy, verifica:

A=-21 A=-21 A A
U1—>U2—)O,U3—> —>0 UQ,U47é0

-2 -1 2 1
-2 -1 2 1 ) ) e
A—2] = 1 —1 0 5 |- Subspatiul 2-vectorilor proprii ai lui A este
0 -1 2 -1
generat de vectorul /(1,1,1,1). Se vede ca (A—2]) (0,—1,0,0) =* (1,1,1,1).
Analog observam ca A'(1,1,0,1) = 0 gi A(1,1, ) ="' (1,1,0,1). Deci o
0111
. ) 1111
matrice de asemanare este U = 0110
0101
3 -1 0 -1
) : 2 00 -1 4
(3). Fie matricea A = L -1 1 0 . Avem Py = (X —1)*. A—-
2 -1 0 0
2 -1 0 -1
2 _]_ O _]. . 2 v ] .
I = L 10 o9 (A—1)° = 0. Rezulta ca defect(A—1) = 2 si
2 -1 0 -1

defect(A —I)* = 4, deci A =~ Jo(1) @ Jo(1). U este matrice de asemanare
(adicd, A = U(J3(1) ® Jo(1))U™ 1) daca si numai daci coloanele sale, uy,...,
uy, verifica:

A-T  A-I AT AT~ . L
Uy — us — 0, uz — wug — 0 8i us, uyg liniar independente.

1 2 0 -1
02 1 -1
Putem lua U = 010 —1
02 0 -1



168 CAPITOLUL 9. FORMA CANONICA JORDAN

Fie A € M, (C). Consideram sistemul de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti y' = Ay. Prin definitie, o solutie a acestui sistem este o functie
vectoriala derivabila f: R — C", astfel incat f'(t) = Af(t) pentru orice t.

In teoria ecuatiilor diferentiale cu coeficienti constanti se arata ca solutia
generali a acestui sistem de ecuatii este y = *C cu C € M,;(C), unde
matricea e, numitd exponentiala lui A, se defineste prin formula e*4 =

o o(tA)" /nl. In aplicatii, explicitarea solutiei se face prin intermediul
formei canonice Jordan.

Fie B € M,(C), S € GL,(C) si C € M,(C). Din definitie rezulta ca

eSS = §(3"(tB)"/n!)S! = SetP 5!

n=0

(o ¢]
HBOC) — Y t(BeC)"/nl = etP @ el
n=0
De aici rezultd ca putem reduce calculul lui e** la cazul celulelor Jordan.
Pentru acestea avem

Teorema 203

1
o 1
el () oA
2
S
th—1 2t
1) o om L
Demonstratie.
< 7.71()\)
t]k()\) _ k _
e = =
nZ::O n!
(29
n!
IR (A"
00 1! (n—1)! n!
N nz::O 2 ()2 N B
2l (n—2)! 1! (n—1)! n!
k=1 (t)\)nfk+1 ) ﬁ(t)\)"72 t (t/\)nfl (t)\)"

(k—1)! (n—k+1)! o 2l (n—2)! 1! (n—1)! nl
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1
t
i 1
— M .
t? t
o oon L
th-1 2t 1
k=D 77 21 1

Exemplu. Fie sistemul de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti

0 -1 2 1
, 2 121 . .
y = Ay, unde A = 1 _1 9 9 Cum am vazut mai sus, A =
0 -1 2 1
011 0
1 -1 1 0 -2 U .
U(J2(2) @ Jo(0))U™", unde U = 010 —1 Rezulta ca solutia
010 O

generala a ecuatiei diferentiale 1y = Ay este

flt) = A = tU(2(Q00)U o — 7t 2(2)@t2(0) r7—1

cu C' € My;(C). Conform teoremei anterioare,

et 00
te? e 0 0

tJ2(2)®tJ2(O) — tJ2(2) tJQ(O) —
e e De 0 01 0
0 0 ¢t 1

9.7 Exercitii

In exercitiile urmatoare K este un corp comutativ.

219. Gasiti clasele de asemanare ale matricelor din My(Z5). (Indicatie.
Daca matricea nu este scalara, atunci ea are un singur factor invariant.)

220. Numarati clasele de asemanare ale matricelor din My(K), unde K este
un corp cu q elemente.
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221. Calculati factorii invarianti ai matricelor urmatoare cu transformari el-
ementare si cu ajutorul polinoamelor A. Pentru fiecare matrice, scrieti forma

Jordan peste Q, R si C.

4 5 =2 -3 -1 3 0 4 2 (2)_118
-2 =2 1|, 2 9 —21 |, | -1 -4 —1 |, 0 1 9 1
-1 -1 1 5 2 —6 0 0 —2 L1 11

1 2 3 4
3g8 01 2 3
b0 ) |00 12
000 1

222. Descrieti matricele A € M,(C) nediagonalizabile.

223. Fie a, 8,7 € C distincte gsi A € M3(C). Determinati forma canonica

Jordan a lui A in cazurile urmatoare: (1) Spec(A) = {«, 5,7}. (2) Spec(A) =
{0, B}, mala) = 2, my(0) = 2. (3) Spec(A) = {a, B}, ma(a) = 2, my(a) =
1. (4) Spec(A) = {a}, my(a) = 3. (5) Spec(A) = {a}, my(a) = 2. (6)
Spec(A) = {a}, my(a) = 1.

224. Determinati forma canonica Jordan si o matrice de asemanare pentru

00 0 -1
10 0 ---0

matricea A=| 0 1 0 - 0 | €M,(C).
0o0-- 10

225. Calculati factorii invarianti ai matricelor urmatoare cu transformari
elementare si cu ajutorul polinoamelor A.

1101 100 0
0001 102 2 9
19190 € My(Z,) si 010 0 € My(Zs).
0100 0010

S = N

1 0
226. Este matricea A= | 0 2 | asemenea cu o matrice diagonala ?
0 1
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227. Cum poate arata forma Jordan a unei matrice cu polinomul caracter-
istic (X —2)%(X —3)3 7

228. Fie A € M1(Q). Gasiti forma canonica Jordan a lui A gtiind ca printre
divizorii elementari ai lui A peste C se gasesc X — i, (X — )%, X + /2 si

X ++/3.

229. Fie a,b,c € C astfel incat a?, b c® sunt distincte. Gasiti forma

0 a b c

C .. a 0 ¢ b
canonica Jordan a matricei A =

b ¢ 0 a

c b a 0

230. Fie 0 € S,,. Gasiti forma canonica Jordan a matricei A, = (a;;)1<ij<n
unde a;; = 0;p(;) Aplicatie: o = (1943)(852). Deduceti ca doua permutari
a, f € S, sunt conjugate daca si numai daca A, ~ Ag.

231. Fie V un K-spatiu vectorial cu baza ey,..., e,, n numar par. Gasiti
forma Jordan a endomorfismului » al lui V' definit prin u(e;) = e,11-;.

232. Gasiti forma Jordan a unei matrice A € M, (K) de rang 1. Aplicati

1 11 1 1 1
rezultatul pentru B=| 2 2 2 | i C = 2 2 2
3 3 3 -3 -3 -3

233. Gasiti forma Jordan a unei matrice A € M, (K) cu toate elementele
egale cu 1.

5 4 2
234. Fie matricea A= | 4 5 2 |. Calculati:

2 2 2

(a) polinomul caracteristic al lui A,
(b) inversa matricei A folosind teorema Hamilton-Cayley,
(¢) valorile proprii si subspatiile proprii corespunzatoare,
(d) forma Jordan a lui A si o matrice de asemanare.

235. Determinati forma canonica Jordan gi o matrice de asemanare pentru

3 -1 0 -1
. 2 00 -1 . . .
matricea A = L —11 ol¢€ M,(C). Calculati puterile lui A.
2 =10 0
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1
236. Determinati forma canonica Jordan a matricei A = | 1

1
unde € = (—1 +iv/3)/2.

237. Determinati forma canonica Jordan si o matrice de asemanare pentru

00 8
matricca A= | 1 0 —12 [ € M;(C).
01 6
238. Determinati forma canonica Jordan gi o matrice de asemanare pentru
0000 1
1000 -1
matricca A= 0 1 0 0 -2
0010 2
0001 1
a 0 b
239. Determinati forma canonica Jordan a matricei A = [ a a+0b 0
b 0 a

unde a,b € C*.

240. Aratati ca o matrice A € M,(K) este nilpotenta & Py, = X" <
A™ = 0. Pentru n = 4, scrieti toate matricele Jordan nilpotente.

241. Fie A € M, (K) astfel incat Py = mymg -+ T cu mq, o, ..., 1 € K[X]
polinoame ireductibile unitare distincte. Aratatica A =~ Jy(m)®-- - Jy (7).

242. Aratati ca o matrice A € M, (K) este idempotenta (i.e. A% = A) &
A are divizorii elementari forma X sau X — 1. Pentru n = 4, scrieti toate
matricele Jordan idempotente.

1 1 1
243. Fie matricca A= | —1 —1 —1 |. Aratatica A = A? i determinati
1 1 1

forma Jordan a lui A.

244. Gasiti forma Jordan a lui J2(0).
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245. Aratati ¢ JZ(0) &~ J3(0) @ J2(0) folosind transformari elementare de

246. Dati un exemplu de doua matrice nilpotente neasemenea avand acelasi
rang, polinom caracteristic gi polinom minimal.

247. Fie A,B € M,(K). Aratati ca Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) si
Tr(AB) =Tr(BA).

248. Aratati cad o matrice A € M, (C) cu urma nula este asemenea cu o
matrice avand elementele de pe diagonala principala nule.

249. Aratati ca o matrice A € M,,(C) are urma nula daca si numai daca A
se poate scrie sub forma XY —Y X cu XY € M, (C).

250. Fie K un corp, n > 1, A € M, (K) si by, ..., b, € K elemente distincte.
Aratati ca A comuta cu diag(by, ..., b,) < este A este matrice diagonala. In
particular, dacid A* = diag(bi, ...,b,), atunci A = diag(a, ..., a,) cu af = b;,
1=1,..,n.

251. Fie A,B € M,(C) ca AB = BA astfel incat A are valorile proprii
distincte. Aratati ca existd S € GL,(C) astfel incat SAS™! i SBS™! sunt
matrice diagonale.

252. Fie A € M,(C) si k > 2. Ardtati cd 2rang(A¥) < rang(A*') +
rang(A*1). In particular, dacd rang(A*) = rang(A*=1), atunci rang(A**!)
= rang(AF).

253. Gasiti forma canonica Jordan a unei matrice A € M;(C) cu ps =

X(X —-1)3siTr(A) =4

254. Gasiti termenul general al girurilor date prin relatiile de recurenta: (a)
Ty = —Tp_1— Tp_o, Tg =2, 1 = —1. (b) x,, = 10z, _o + 202, _3 + 152, _4 +
dx, 5, x9g =2, 11 =1, x50 =29, 3 = 27, ©4 = 337.

255. Determinati termenul general al sirurilor (ay)n, (bn)n, (¢n), definite
prin relatiile de recurenta a,y1 = (b, + ¢n)/2, bus1 = (an + 1) /2, Cpy1 =

(an + b,)/2, ag, by, co date.

256. Aridtati cd pentru n > 2, ecuatia matriceald Z% = J,(0) nu are soluti.
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257. Fie K un corp de caracteristica # 2 si n > 1. Aratati, prin inductie
dupa n, ci ecuatia matriceald Z% = J,(1) are solutii.

258. Fie A = (a;j)1<ij<n € M, (K) o inferior triunghiulara cu ay; = ag =
vt = Qpp = Q@ §1 Q12003 - Ap_1, # 0. Determinati forma Jordan a lui A si
aplicati rezultatul pentru J*(a), a € K*.

259. Fie a € C* si k,n > 1. Aritati ca ecuatia matriceald Z* = J,(a) are
solutii in M, (C).

2 -1 0 —1 3 -1 -1 -1
. . 2 -1 0 -1 . 2 —1 0 -1
260. Fie matricele A = L 10 ot B = 5 1 -1 0
2 -1 0 -1 3 -1 -1 -1
Au ecuatiile Y2 = A, Z? = B solutie in M,(C) ?
5 2 3
261. Rezolvati in M3(C) ecuatia Y? = A, unde A= | 4 5 —4
6 4 —4

0 2
3 5 )

263. Calculati A" si e? pentru A = ( i) _1 )

262. Calculati A" si e pentru A = (

264. Fie A € M, (C). Aratati ca |e?| = T,

265. Calculati 4 unde A =

)

oS O O
o O = O
o= O O



Capitolul 10
Solutiile exercitiilor

1. Dacd c € M\ (AU B), atunci f({c}) = (0,0) = f(0). Reciproc, daca
AUB=Msi f(X) = f(Y),atunci X = XNM =(XNA)UXNB) =
YNAUYNB) =Y.

Daca f este surjectiva, atunci exista X cu f(W) = (A, (), deci AN B C
W N B = (. Reciproc, daca AN B = (), atunci pentru orice (C,D) €
P(A) x P(B), f(CUD)=(C,D).

2. Se observa ca f este injectiva (resp. surjectiva) < f*f, = I (resp.
f«f* = 1), sau se folosesc definitiile.

3. Fiea,b,p,q € Z cu f(a,b) = f(p,q). Rezulta 2v/2(a—p) € Q, deci a = p;
apoi (b —q)(b+q—2/3) =0, deci b = g, deoarece 2/3 ¢ Z.

Cf. primei parti, putem ageza punctele de coordonate intregi intr-un sir
(P;)i>1 astfel incat d; < dy < dj..., unde d; este distanta de la P; la C'. Daca
d, < r, < dpi1, cercul de centru C' si raza r, contine in interior exact n
puncte cu coordonatele numere intregi.

4. Folosind egalitatile 4k = (2k + 1) — (2k — 1)*si 2k + 1 = (k + 1)? — k,
se arata ca Im(f) =7\ (4Z + 2).

5.{0, {a}, {b}, {c}, {d}, {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}, {a,b,c},
{a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}, {a,b,c,d}}, unde a = 0, b = {0}, ¢ = {{0}} si
d={0,{0}}.

6. Ay este finita i Im(f1) 2 Im(fifa) D ---, deci exista a; € Ny>1 Im(fi

-+« fn). Ay este finita, deci exista as € Np>oIm(fa--- f,,) astfel incat fi(ag) =
a; s.a.m.d.

175
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7. Daca b € B, atunci f(B) = b ¢ B, contradictie. Rezulta ca b ¢ B, adica
exista C C Acub= f(C) e C. Deci f(B)=f(C)sibe C\ B.

8. Injectivitatea lui g rezulta din injectivitatea lui f si faptul ca f(C) C C.
Fiey € A. Dacay ¢ C, atunci g(y) = y. Dacay € C, atunci exista z € B\ A
sin > 1 astfel incat y = f(z), deci z = f*(z) € Csi g(z) = .

Pentru cazul particular, f : [0,1] — [0,1), f(z) = x/2, rezulta bijectia
[ 12t daca x=1/2",
9(w) = { x altfel.

9. Aplicand exercitiul anterior pentru A = v(E), B = D si f = vu, obtinem
D~vy(E)~E.

10. Fie pgp : BxC — B & pc : B x C — C proiectiile canonice. Fie
functiile o : B4 x C4 — (B x O), a(f,g)(a) = (f(a),g(a)) pentru orice
(f,9) € BAXxCA ac A s fB:(BxC)*— BAxCA B(h) = (pgh,pch).
Se arata ca «, [ sunt inverse una celeilalte.

Fie functiile v : (CB)A — CAB. (y(f))(a,b) = f(a)(b), pentru orice
fe(CP) aeAbe B sid: CPF — (CP)A (3(9))(a)(b) = gla,b),
g€ CY™B qc A be B. Se arata ca v, § sunt inverse una celeilalte.

11. Inductie dupa n, cazul n = 2 fiind usor. La pasul inductiv, scriem
|[AyUA U UAUA ] = A UA U UA ]+ |Ansr| — (AN A1) U
(As N Apy1) U---U (A, N A,y)| i aplicam ipoteza de inductie.

Altfel. Fie A = AjUAU...UA, si B=X)\A. Pentru C C X, fie
Xc : C — {0, 1} functia caracteristica a lui C' in X; rezulta ca |C| este suma
valorilor lui x¢. Searata ca xya=1—xp=1—(1—xa4,) - (1 — xa,)-

12. (a), (b), (d). Reprezentam o functie f : A — B sub forma

cu f(1), f(2),..., f(a) € B. Daca f este oarecare, fiecare element f(i) poate
fi ales in b moduri. Deci N = b*. Daca f este injectiva (resp. strict
crescatoare), atunci f(1), f(2),..., f(a) sunt distincte (resp. formeaza un sir
strict crescator). Deci NV; = Af si N, = Cy.

(¢). Pentru ¢ € B, fie E; multimea functiilor f : A — B cu i ¢ Im(f).
Atunci multimea non-surjectiilor f : A — B este £y U E; U --- U E,. Daca
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1 <4 <idg < --- <4 < b, atunci B, N--- N E;, este practic multimea
functiilor h : A — B\ {i1, ..., ix}, deci are (b — k)* elemente. Pentru k fixat,
sunt CF astfel de intersectii. Se aplica ex. 11.

(e). FieC ={1,...,a+b—1}. Daca f : A — B este o functie crescatoare,
atunci functia

’. r_ 1 2 3 ’
f.A—>C,f—<f(1) f)+1 f3)+2 ... f(a)—i-a—l)

este strict crescatoare. Reciproc, daca g : A — C este o functie strict
crescatoare, atunci functia

) , 1 2 3 a
g :A—C,yg _<g(1) g(2)—1 ¢g(3)—2 ... g(a)—a—|—1>

este crescatoare. Cum aplicatiile f — f/, g — ¢” sunt inverse una celeilalte,

13. Unui monom Xfl ;2 e X};" de grad k 1i asociem sirul 0 < 47 < 41419 <
o <ty 4o+ iy < ko Reciproc, unui sir 0 < gjp < gy <L < g < K
ii asociem monomul de grad k, X{'XJ> 7' ... XIn 172 Xk—in1 - Cele doud
functii astfel definite sunt inverse una celeilalte. Se aplica punctul (e) al

exercitiului precedent.

14. Pentru 1 < i < n, fie A; multimea multimea permutarilor ¢ € S,, cu
o (i) = i. Atunci multimea permutarilor cu puncte fixe este A;UAyU---UA,,.
Daca 1 <14y <1y < --- <1 < n, atunci 4;, N---NA,;, este practic multimea
permutarilor multimii {1, ..., n}\{i1, ..., i}, deci are (n—k)! elemente. Pentru
k fixat, sunt CF astfel de intersectii. Se aplica ex. 11.

15. Pentru 1 <i < s, fie A; multimea numerelor 1 < ¢ < n divizibile cu p;.
Atunci multimea numerelor pozitive < n si neprime cu n este A;UA;U- - -UA,.
Daca 1 < 43 < ip < -+ < 4 < s, atunci A;; N --- N A;, este multimea
numerelor 1 < ¢ < n divizibile cu p;, - - p;,, deci are n/p;, - - - p;, elemente.
Se aplica ex. 11.

16. O relatie de echivalenta cu k clase de echivalenta pe {1,2,...,n} deter-
mina k! surjectii {1,2,...,n} — {1,2,...,k} obtinute din surjectia canonica
prin diverse numerotari ale claselor dechivalenta. Deci numarul acestor relatii
este s, x/k! unde s, este numarul surjectiilor de la {1,2,...,n} la {1,2,.... k}
(vezi ex. 12(c)). Numarul cautat este s,1/1! + s,2/2! + - - + 5,./nl.
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17. Relatia este reflexiva (n|0 = a — a), simetrica (n|a — b implica n|b — a)
si tranzitiva (nla — b gi n|b — ¢ implica njla —c=a —b+ b — ¢).

18. (a). « este reflexiva (0 = a—a € Z), simetrica (a—b € Z implicd b—a €
Z) si tranzitiva (a—b € Z gib—c € Z implicA a—c = a—b+b—c € Z). Altfel:
a este relatia asociata functiei f : R — C, f(x) = cos(2mx) + isin(27x).
(b), (¢). B nu este tranzitiva: (0,1),(1,2) € 5, (0,2) € B, iar v nu este
reflexiva: (1/3,1/3) & ~.

19. Simplificam scrierea punand xy in loc de (z,y) si suprimand acoladele.
Fie A = 11,22,33. Avem ¢(12,21,13) = 0, g(A, 12,21,23) = 1, g(12,21) =
2, g(A,12,21,13,31) = 3, ¢(12,21,11,22,13,23) = 4, g(A, 12,21,13,23) =
5, 9(12,21,11,22) = 6, g({1,2,3)2) = 7, g(12,23) = 8, g(A,12,23) = 9

g(12) = 12, g(A,12) = 13, g(11) = 14, g(A) = 15. In plus, 10,11 ¢ Im(g),
deoarece o relatie simetrica i antisimetrica este C A deci tranzitiva.

20. Pentru orice f,g,h € F', avem Dy =0, Dy, = D¢ si Dy, € DygU Dygy,.

21. Clasele de echivalenta sunt dreptele ce trec prin 0 si un sistem de
reprezentanti este dat de un semicerc fara unul din capete al cercului unitate.

22. ~ este relatia asociata functiei f : C — R, f(z) = Re(z). Clasele de
echivalenta sunt dreptele verticale, iar R este un sistem de reprezentanti.

23. Relatia este reflexiva (fI = If), simetrica (fu = ug implicd gu™' =

u~lf) si tranzitiva (fu = ug si gv = vh implicd fuv = uvf).

24. Relatia este reflexiva (a + b = b + a), simetrica (a + d = b + ¢ implica
b+c = a+d) i tranzitiva (a+d = b+csi c+ f = d+e implica a+ f = b+e).
Avem bijectia [(a,b)] —a—b: N x N/~ — Z.

25. Relatia este reflexiva (ab = ba), simetrica (ad = bc implica be = ad) si
tranzitiva (ad = besi cf = de implica af = be). Avem bijectia [(a, b)] — a/b :
Zx N/~ = Q.

26. Relatia este reflexiva (nh_>n;O (an, — a,) = 0), simetrica ( Jim (@, —b,) =0
implica nlglgo(b” —a,) = 0) §i tranzitiva (Jgr{}o(an —b,) =034 Jgrgo(bn —Cp) =
0 implica nh_)ngo(an —¢) = nh_}rgo(an — b, + b, —¢,) = 0). Avem bijectia
[(an)n>1] — nlgrolo(an) :C/~—R.
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~ A,

27. Buna-definire inseamnii: k = [ = f(k) = f(I). Rezulti ci buna-definire
este echivalenta cu 4 | n.

28. Calculim in cate moduri putem completa o tabld nxn. Sunt n™ operatii
dintre care n™"*t1/2 sunt comutative deoarece elementele sub-diagonale sunt
deja precizate. Sunt n(*~D**+! operatii care au element neutru deoarece linia
si coloana elementului neutru sunt unic determinate si elementul neutru poate
fi oricare dintre cele n elemente.

29. Fie functiile f,, : S — S, f.(x) = 2™, n > 1. Cum S este finit, exista
n >m > 1 astfel incat f,, = f,..

30. Se arata ca T,, = ThT,, -1 + ToT, o+ -+ T, 1Ty (vezi |9, 3.23]).

31. (a) neasociativa, necomutativa, fara element neutru. (b) asociativa,
necomutativa, fara element neutru. (c) neasociativa, comutativa, fara ele-
ment neutru. (d) asociativa, comutativa, fara element neutru. (e) asociativa,
comutativa, cu elementul neutru zero.

32. f(xxy=x+4+1) =0 deoarece 1% (2%3) # (1x2) 3, f(xxy=1x) =1,
flxxy =xy+1) = 2 deoarece 1 % (2% 3) # (1x2) %3, f(xxy = 0) = 3,
flzxy =xz+1pentru z,y > 1, 0%z = 2x0=1x) =4, flrxy =
pentru z,y > 1, 0xx =2 x0=2x) =5, f(r xy = zy + 1 pentru =,y > 1,
Oxz=xx0=2x)=6, fltxy=ax+y)=7. Deci f este surjectie.

33. Vezi solutia ex. precedent.

34. Necomutativa: 0x(1/2) # (1/2)*0, asociativa: zx(yxz) = x+[y]+[z] =
(r *y) * z, fara element neutru: e xr = z implica e = 0, dar 0x* (1/2) # 1/2.

35. (z*y)*z—xx(yxz) = (ac+b—"%)(x—z), deci * asociativa < b* = b+ac.
rxe =1x < (ae—1+b)xr+be+c =0, deci * are element neutru < b | c5i b =
b? — ac. Presupunem ca M, este monoid. Rezulta ca d = ¢/b este Intreg si
b= 1+ad, ¢c = d(1+ad); asadar z*y = axy+(1+ad)(z+y)+d(1+ad). Avem
izomorfismele de monoizi f : Myp. — My10, f(x) =x+dsig: My10— Ko,
g(x) = ax + 1 (N. Beli).



180 CAPITOLUL 10. SOLUTIILE EXERCITIILOR

36. Fie a,b > 1. Atunci a + a # a, dar maz(a,a) = min(a,a) = a si
cmmmec(a,a) = a, deci (N, +) nu este izomorf cu nici unul din ceilalti trei
monoizi. In plus, max(a,b), min(a,b) € {a,b}, dar cmmme(2,3) = 6, deci al
doilea monoid nu este izomorf cu al treilea sau cu al patrulea. In fine, ultimii
doi nu sunt izomorfi deoarece in (N U {oc}, min) ecuatia min(a,z) = a are
o infinitate de solutii.

37. Daca M este monoid, morfismele (N, +) — M au forma n — a”, a fixat
(cf. teoremei 22). Endomorfismele lui (N, maxz) sunt functiile crescatoare.
Singurul morfism f : (N, maz) — (N, +) este cel nul, deoarece z < y implica

fy) = f(@) + f(y)-

38. f(n) ={1,2,...,n}.

39. Fie A = < CCL 2) € My(Z) cu A> = 0. Rezultd ci |A| = 0, apoi
A2 = (a+d)Asi (a+ d)A? =0, deci A? = 0. Existd B € M3(Z) cu B3> =0

0 0
siB?2#0,deexemplu B=|1 0
01

o O O

40. Prima parte este imediata. Pentru partea a doua, pornim cu un grup
cu a elemente si iteram constructia M — M.

41. (N", +) are n atomi: (1,0,...,0),...,(0,...,0,1). Doi monoizi izomorfi au
acelagi numar de atomi.

42. Monoidul (N?% +) are atomii (1,0) si (0,1), iar (N '\ {1}, +) are atomii
2 g1 3. Dacd f: (N% +) — (N\ {1}, +) este un izomorfism si f(1,0) = a,
f(0,1) = b, atunci bf(1,0) = af(0,1), deci (b,0) = (a,0), contradictie.

43. Atomii unui monoid liber sunt literele, deci W (S) are s atomi. Daca
monoizii sunt izomorfi, ei au acelagi numar de atomi, deci s = t. Reciproc,
daca s = t, orice bijectie S — T se extinde la un izomorfism W (S) — W (T).

44. Fie n # 5,8. Orice element neinversabil din M,, este > n + 1, deci
p = (n — 1)? este atom. n + 1 nu divide (2n — 1)?, deoarece n # 8. Deci
q = (2n — 1)? este atom, altfel (2n — 1)*> = ab cu a,b > 2n + 1, imposibil.
Analog se arata ca r = (n — 1)(2n — 1) este atom. Pentru n = 5, putem
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lua p = 42, ¢ = 14? si r = 56. Pentru n = 8, putem lua p = 7%, ¢ = 23% si
r = 161. Altfel. Cf. teoremei lui Dirichlet, progresia aritmetica (an — 1),>1
contine o infinitate de numere prime. Fie p # ¢ doua dintre acestea. Rezulta
ca p?, ¢% g1 (pq)? sunt atomi (O.1.M. 1977).

45. Atomii lui My sunt numerele prime impare, iar atomii lui M3 sunt nu-
merele prime de forma 3k 4 1 si produsele pg cu p, ¢ numere prime de forma
3k 4+ 2. In M; sunt numere ce se scriu in mai multe moduri ca produs de
atomi (e.g., 55% = 25 - 121).

46. vy = (zy) ' =y lz7l = yu.

48. (13) = ab, (23) = a2b, (132) = a>.

a | a® | b | ab | a®b
a | a® | b | ab | a®b
a? I | ab | a®b| b
I a | a’b| b | ab

[\

I
a
a

>89 ~|~

b a’b | ab I a? a
ab | ab | b |ad®]| a I | a
a’bla*b| ab | b | a® | a Ji

[\

49. Fie G un grup cu 4 elemente. Elementele lui G au ordinul divizor al lui
4. Daca G contine un element x de ordin 4, atunci G este ciclic generat de
z, deci G ~ Z,. Presupunem c& G = {1,a,b,c} cu a® = b* = ¢* = 1. Daci
ab =1 (resp., ab = a, ab = b), atunci a = b (resp., b = 1, a = 1), contradictjie.
Deci ab = ¢, si analog ba = ¢, ac = ca = b, bc = ¢b = a. Comparand tablele
de inmultire (vezi exercitiului 47), vedem ca G ~ Zy X Zj.

50. Fie k > 1 cu (ab)® = 1. Rezultd ca a* = b", apoi a™ = (b))% =1,
deci m divide nk, si cum (m,n) = 1, rezulta ca m divide k. Din simetrie
rezulta ca n divide k, deci mn divide k, deoarece (m,n) = 1.
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51. Fie G un grup cu 6 elemente. G' contine un element a de ordin 3 si un
element b de ordin 2, cf. teoremei lui Cauchy. Deci G' = {1, a, a?, b, ab, ab*}.
Daci ba = 1 (resp., ba = b, ba = b*, ba = a), atunci a = b (resp., a = 1,
a="b, b=1), contradictie. Deci ba = ab sau ba = a*b. Daci ba = ab, atunci
ab are ordinul 6 (cf. ex. 50), deci G este ciclic generat de ab, asadar G ~ Zg.

Daca ba = a?b, atunci comparand tablele de inmultire (vezi ex. 48), se vede
ca G ~ S;.

52. Fie GG un grup cu 8 elemente. Daca G contine un element de ordin 8,

atunci G este ciclic, deci G ~ Zg. Daca toate elementele # 1 au ordinul 2,
atunci G ~ Z3. Presupunem ci G contine un element a de ordin 4 si fie
be G\ <a > Rezultd ci G = {1,a,a? a® b,ab,ab? a3b}. Deducem ca
G ~ 7y x Z, daca ab = ba, G ~ D, daca ba = a®bsi b* = 1, si G ~ Q daca
ba = a’b si b* = a®.

53. Fie f : A — B o bijectie. Se aratd cad o — fof™!: S, — Sp este
izomorfism.

54. Bijectia f : (0,00) — (—=1,1), f(x) = (z — 1)/(z + 1), verifica conditia
flzy) = f(x) = f(y) pentru z,y > 0.

55. (a). 1 este elementul neutru, 1 = ac = ca = 0* = d* = ¢* = f? = ¢*
si ad # da, deci G grup neabelian. G =< a,d > deoarece b = a?, ¢ = a3,
e = ad, f = a*d, g = ad. (b). Clasele de conjugare sunt {1}, {b} {a, c}
{d,f}, {e;g}. Z(G) = {1,b}. (c¢). 1 are ordinul 1, a si ¢ au ordinul 4,
celelalte au ordinul 2. (d). Subgrupurile sunt {1}, G, {1 b,d, f}, {1,b,e,qg},
{1,a,b,c} {1,b}, {1,d}, {1,e}, {1, f}, {1,9}, normale, adica reuniune de
clase de conjugare, fiind primele 6. (¢). G/ < b >= {1,a,d, é} este izomorf

cu grupul lui Klein, cf. exercitiului 49, deoarece elementele # 1 au ordinul
doi.

56. Realizam pe D, ca grup de permutari, ca in ex. 89. Se compara tablele
de Inmultire.

57. Fie T un triunghi echilateral cu centrul cercului circumscris O. Grupul
D3 consta din rotatiile decentru O si unghi 0, 27/3, 47 /3 radiani si cele 3
simetrii fata de axele de mediatoarele lui T'. Privind aceste transformari ca
permutari ale varfurilor triunghiului se obtine un izmorfism D3 ~ S3.
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58. D;y are elemente de ordin 12 in timp ce Sy nu are.

59. Cu exceptia elementelor 1 care are ordinul 1 gi a lui —1 care are ordinul 2,
toate celelalte au ordinul 4. Subgrupurile de ordin 4 sunt {+1, +i}, {1, £},
{#£1, £k} si sunt normale deoarece sunt de indice 2. Exista un singur subgrup
de ordin 2, {£1}. Normalitatea acestuia se verifica cu definitia sau observam

ci Z(Q) = {£1}.

60. Elementul neutru este (0,1) si (z,a)™! = (—ax,a). Elementele (2, —1)
si (1,—1) au ordinul 2 si produsul lor (1,1) are ordin infinit.

61. Fie f: Q — Z un morfism si x,n € Z, n # 0. Atunci f(z) = nf(z/n),
deci f(z) = 0 deoarece se divide cu orice n.

62. (Q*,-) are un element de ordinul 2, pe —1, celelalte grupuri nu au. Apoi
se aplica ex. precedent.

63. Pentru orice ay,...,a,,s € Z \ {0}, < a1/s,...,a,/s > este subgrup al
grupului ciclic < 1/s >, deci ciclic.

64. Putem lua grupurile aditive G = QN si H = Z x QN. H este subgrup al
lui Giar (aq, as, ...) = (0, a1, as, ...) : G — H este morfism injectiv. Grupurile
nu sunt izomorfe deoarece x — 2x este automorfism al lui G dar nu este
automorfism al lui H.

65. G este produsul direct al grupurilor Z si ({£1},:). G nu este ciclic
deoarece are si elemente de ordin finit > 1 (e.g. (0, —1)) si elemente de ordin
infinit (e.g. (1,0)).

66. Fie H un subgrup nenul al lui (Q, +). inmulgind cu un anumit g € Q,

putem presupune ca H O Z. Folosim urmatoarele doua observatii. Daca
a/b € H cu a,b € N* prime intre ele, atunci 1/b € H (din 1 = ad’ + bV,
rezulta 1/b = V' + d'a/b € H). Daca b,c € N* sunt prime intre ele, atunci
1/b,1/c € H & 1/b,1/c € H (daca 1/(bc) € H si 1 = bV’ + ¢, atunci
1/(bc) =b/c+/be H).

67. Fie H un subgrup nenul al lui Z,~. Daca a € Z* nu se divide cu p,
atunci a7§” e & 17];" € H (din 1 = ab + p"c, rezulta 17];" = baﬁ” €
H). Fie M = sup{n| 175" € H}. Daca M = oo, atunci H = Zy~, altfel
H =< 1//p\M >. In incheiere se aplici teorema fundamentals de izomorfism
epimorfismului z +— 27" : Zpe — Zyeo.
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68. Prima parte se verifici prin calcul. {u((24i)")| n > 1} = {(4,0), (1,0)},

{ul@ =" n>1} = {(0,4),0, 1)}

69. (a). 1+ i are ordinul 4 deoarece 11i =2 #1d 17i =—4=1.
Daca exista n > 1 cu (2 +14)" € Q¥, atunci (2 +14)" = (2 — 4)", imposibil
cf. exercitiului precedent. (b). Avem 2 +i = \/5(cos 0 4 i sin ) cu 0 =
arctg(1/2). Din (a) rezulta ca arctg(1/2)/m ¢ Q*. Subgrupul generat de
1T+ si 2 + i nu este ciclic deoarece contine un element de ordin 4 si un altul
de ordin infinit. (¢). Daca G este finit generat, atunci el este numarabil, deci
C* ar fi numarabil, ca reuniunea claselor sale modulo Q*, contradictie.

70. Se adapteaza demonstratia teoremei 25 astfel. Fie H un subgrup neciclic
al lui Z2. Atunci H nu este continut in Z x {0} sau {0} x Z deoarece acestea
sunt izomorfe cu Z. Exista atunci elementele (a,b) € H cu a > 0 minim si
(0,¢) € H cu ¢ > 0 minim. Se arata ca < (a,b),(0,¢) >= H

71. Putem lua G = (Z[X],+) sl izomorfismul u : G X G — G, u(f,g9) =
F(X?) + Xg(X?).

In urmitoarele patru exercitii, Z[[X]] (resp. Z[X]) desemneazi grupul
aditiv al seriilor formale (resp. polinoamelor).

72. Fie A multimea morfismelor Z[X]| — Z. Se arata ca aplicatia u
u(l) + w(X)X + u(X?)X?+ -+ 1 A — Z[[X]] este bijectiva.

73. Negam. Putem presupune ca u(X") # 0 pentru orice n > 0. Punem
do = 15 g = (Ju(D)] + ([u(X)] + 1) - (u(X"1)]| + 1), pentru n > 1.
Multimea seriilor de forma Y, 7, X" cu r, € {0, ¢, } este nenumarabila, deci
exista doua serii de acest tip distincte cu aceeasi imagine prin u. Scazandu-
le, gasim o serie f = @, X™ + @y X™H + -+ cua, # 051 a, € {0, £¢,}
pentru n > m astfel incat u(f) = 0. Deci

u(X™) = (0, X7) = gy X 4 al X )

unde a, = a;/qmi1. Deci ¢py1 divide £¢,,u(X™), de unde rezulta ca |u(X™)|+
1 divide u(X™), contradictie.

74. Presupunem ca exista f = >, a, X" cu u(f) # 0. Atunci aplicatia
v Z[[XH — Z, ’U(Zn ann) = u(b0a0+(b0+b1)a1X—|—(b0+b1+b2)a2X2+- : '),
este morfism de grupuri. Cum u se anuleaza pe Z[X], rezulta ca v(X") =
u(f) # 0, pentru orice n, contradictie, cf. ex. 73.
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75. Cf. ex. 73, exista N cu u(X") = 0 pentru n > N + 1. Atunci morfismul
u—u(1)mg —u(X)m — - —u(XV)my se anuleaza pe Z[X], deci este nul, cf.
ex. 74.

76. (a). na//\b =0 < na/b € Z < bdivide n. (b). Pentru orice aj, ..., a,, s €

N*, < ay/s,...,a,/s > este subgrup al grupului ciclic cu s elemente < 1/s >.
(¢). G nu este finit deoarece are elemente de orice ordin (cf. (a)), deci G nu
este nici finit generat, cf. (b).

77. Fie f : Z,, — Z, morfism. Pentru z € Z, f(z) = f(z1) = @z cu
a=f(1).
In plus, 0 = f(m) = am, deci n | ma, adica n/d divide a unde d = (m,n).
Reciproc, daca n/d divide a, f definit prin f(Z) = @z este morfism.

78. Grupul (R, +)/Z are un singur element de ordinul doi 1/2 +Z. Grupul
(R,+)/ < v/2,V/3 > are trei elemente de ordinul doi: v/2/2+ H, v/3/2 + H
$iv2/2+3/2+ H, unde H =< /2,1/3 >.

79. Functia f : Z — Z?/ < (2,3) >, f(m) = (m/,\m) este un izomorfism
de grupuri, deoarece (m, m) €< (2,3) > pentru orice m nenul si (a,b) =
(b—a)(2,3) + (3a — 2b)(1,1) pentru a,b € Z. In (Z2,4)/ < (2,2) >, (1,1)
are ordinul 2 iar (1/,\0) are ordin infinit.

80. Fie p : G — G/H morfismul canonic si fie elementul nenul =z =
p(1,2,...,2" 27T ). Pentru orice n, z = p(0,0, ..., 0,27, 2"+ ) = 2"p(0, 0,
.,0,1,2,...). Un element y € G care se scrie sub forma 2"y, pentru orice n
este obligatoriu nul.

81. Prima afirmatie se verifica ugor. Fie K = {0,a,b,c} grupul lui Klein
(vezi solutia ex. 47). Se arata ca orice permutare o € Sk cu o(0) = 0 este
endomorfism al lui K.

82. 2" =1 & n divide ka < n/(n, k) divide a.

83. Se foloseste ultima parte a demonstratiei corolarului 45. Subgrupurile
lui Z1o = Z/127Z sunt dZ/127Z cu d divizor al lui 12: {0}, {0,6}, {0,4, 8},

AN AN A A~

45 si teorema 44, de exemplu Z15/{0,3,6,9} ~ Zs.
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84. Fie n > 1. Subgrupul U, = {z € C| z" = 1} = {cos 2kn/n +
i sin 2km/n| k= 0,1,...,n — 1} este ciclic generat de cos 27 /n +i sin 27 /n.
Daca H este un subgrup cu n elemente, atunci H C U, (cf. teoremei lui
Lagrange), deci H = U,.

85. Fie €, subgrupul lui G generat de f, = D "T'D". Deoarece f,(x) =
x+1/2", subgrupurile C,, alcatuiesc un lant strict ascendent a carui reuniune
este un subgrup care nu este finit generat.

86. H este subgrup normal deoarece o(ij)(kl)o™t = (a(i)o(j))(o(k)o(l)).
Grupul S3/H are 4!/4 = 6 elemente. Deoarece (12)(13)(12)71(13)"! =

(123) € H, rezulta ca (12) si (13) nu comuta in S3/H. Aplicam exercitiul
ol.

87. Permutarea identica are ordinul 1, cele 10 de transpozitii sunt impare
si au ordinul 2, cele 20 de cicluri de lungime 3 sunt pare si au ordinul 3, cele
30 de cicluri de lungime 4 sunt impare si au ordinul 4, cele 24 de cicluri de
lungime 5 sunt pare si au ordinul 5, cele 15 produse de cate doua transpozitii
disjuncte sunt pare si au ordinul 2, cele 20 produse de cate o transpozitie si
un ciclu de lungime 3 disjuncte sunt impare gi au ordinul 6.

88. Fie f: S3 — {£1,-} un morfism. Elementele de ordin 3 din S3, adica ci-
clurile de lungime 3, sunt duse de f in 1. Cum un produs de doua transpozitii
distincte este un ciclu de lungime 3, f duce toate transpozitiile in 1 (morfis-
mul trivial) sau toate in —1 (morfismul signatura).

89. D = {I,(1234),(13)(24), (1432), (13), (24), (12)(34), (14)(23)}, adica gru-
pul diedral Dy, vezi si exercitiul 55.

00. H = {I,(1234)(5678), (1537)(2846), (1836)(2745), (1638)(2547), (1432)
(5876), (1735)(2648), (13)(24)(57)(68)}. Se foloseste teorema 47 sau se com-
para tablele de inmultire ale lui H si Q.

91. (a). S, este generat de toate transpozitiile si (ij) = (14)(17)(1%).
(b). (23)(12)(23) = (13), (34)(13)(34) = (14), etc. i aplicam (a). (c).
(12..0)(12) (12..n)"" = (23), (12..n)(23)(12..n)~" = (34), etc. si aplicim
(b)-



187

92. Fie 0 € A,. (a). Cf. ex. precedent, o este un produs de un numar
par de transpozitii de forma (17) si (1i)(15) = (1ji). (b). Cf. ex. precedent,
o este un produs de un numéar par de transpozitii de forma (i i + 1) si

(12)(23) = (123), (12)(34) = (123)(234), (12)(45) = (123)(234)(345), etc.

93. Fie a o transpozitie si # un ciclul de lungime 5. Schimband numerotarea
si ludnd o putere a lui 5, ne reducem la cazul o = (12) si § = (12345). Se
aplica ex. 91.

94. Fie H un subgrup de indice 2. Atunci |[H| = 6. Cum A4 nu are elemente
de ordin 6, rezulta ca H ~ S3, cf. ex. 51. Atunci H contine toate cele trei
elemente de ordin 2 din A4. Deci H contine subgrupul {7, (12)(34), (13)(24),
(14) (23)}, in contradictie cu teorema lui Lagrange.

95. Fie H un subgrup normal diferit de {I} si As. Conform teoremei lui
Cauchy, H contine un element de ordin prim p. Deci p = 2,3 sau 5. Daca H
contine un ciclu de lungime 3, atunci |G/H| nu se divide cu 3, deci H contine
toate ciclurile de lungime 3, si rezulta ca H = Ajs, contradictie. Cazul cand
H contine un ciclu de lungime 5 se trateaza similar. Putem presupune ca
(12)(34) € H. Atunci (123)(12)(34)(123)~! = (23)(14) € H, deci H contine
subgrupul {7, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Rezulta ca |G/H| nu se divide cu
2, deci H contine toate elementele de ordin 2 din As. Rezulta ca H consta
din I si cele 15 elemente de ordinul 2, contradictie (G. Pollack, 1955).

96. Se folosegte formula de conjugare a unui ciclu o(ay, ..., ay)o~" = (o(ay),
...;o(ag)). Se tine seama ca ciclurile disjuncte comuta iar un ciclu de lungime

k se poate scrie in k moduri. Numarul permutarile de tip (ki ko, ..., k,,) este
n!/(1F2k2 ke ol - k).

97. Se folosegte teorema 47. H = {1, (12)(36)(45), (13)(25)(46), (14)(26)(35),
(165)(243), (156)(234)}.

98. Sim(B) consta din rotatiile de unghi 0, 7/2, 7, 37/2 in jurul lui 0.

99. Fixam o fata a a tetraedrului. Stabilizatorul lui a, adica multimea
S :={g € G| g(a) = a} este un subgrup al lui G cu 3 elemente. Oricare ar
fi o fata b a tetraedrului, exista g € G cu g(a) = b. In plus, dacd g, h € G,
atunci g(a) = h(a) dacd si numai dacid gh™! € S. Deci numarul fetelor este
egal cu [G : S]. Rezulta ca |G| =|S|[G : S| =3-4=12.
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In afard de transformarea identica, sunt 4 - 2 = 8 rotatii cu axa trecand
printr-un varf al tetraedrului si centrul fetei opuse, si 3 -1 = 3 rotatii cu
axa trecand prin mijlocul a doua muchii opuse. Fiecare rotatie permuta
fetele tetraedrului. Obtinem astfel un morfism injectiv f : G — S;. Prin f
primele 8 rotatii se corespund cu ciclurile de lungime 3, iar ultimele 3 rotatii
se corespund cu produsele de cate doua transpozitii disjuncte, deci imaginea
lui f este Ay.

100. Adaptand rationamentul din ex. 99 se obtine |G| = 24. G actioneaza
tranzitiv asupra celor 6 fete ale cubului si stabilizatorul unei fete are ordinul
4. Deci G are 6 -4 = 24 de elemente. In afard de transformarea identica,
sunt 3 -3 = 9 rotatii cu axa trecand prin centrul a doua fete opuse, 4 -
2 = 8 rotatii cu axa trecand prin doua varfuri opuse si 6 - 1 = 3 rotatii
cu axa trecand prin mijlocul a doua muchii opuse. Fiecare rotatie permuta
diagonalele cubului. Obtinem astfel un morfism injectiv G — Sy care este
izomorfism deoarece grupurile au 24 de elemente. Prin acest izomorfism
primele 9 rotatii se corespund cu ciclurile de lungime 4 si produsele de cate
doua transpozitii disjuncte, urmatoarele 8 rotatii se corespund cu ciclurile de
lungime 3, iar ultimele 6 rotatii se corespund cu tranpozitiile.

101. Adaptand rationamentul din ex. 99 se obtine |G| = 60. In afard de
transformarea identica, sunt 6 - 4 = 24 rotatii cu axa trecand prin centrul a
doua fete opuse, 10 -2 = 20 rotatii cu axa trecand prin doua varfuri opuse si
15-1 = 15 rotatii cu axa trecand prin mijlocul a doua muchii opuse. Fiecare
rotatie permuta cele 5 cuburi inscrise in dodecaedru. Obtinem astfel un
morfism injectiv G — S5. Prin acest izomorfism primele 24 rotatii, care sunt
elemente de ordinul 5, se corespund cu ciclurile de lungime 5, urmatoarele 20
rotatii, care sunt elemente de ordinul 3, se corespund cu ciclurile de lungime
3, iar ultimele 15 rotatii se corespund cu produsele de cate doua transpozitii
disjuncte.

102. Presupunem ca G/Z(G) =< & > si fie y, z € G. Putem scrie y = az™
sl 2 =0bz" cua,b € Z(G) si m,n intregi. Atunci yz = ax™bz™ = abz™" =
bx"ax™ = zy.

Fie G un grup cu p? elemente neabelian. Cum |Z(G)| divide |G| = p?
rezulta ca |Z(G)| = 1 (cf. primei parti, |G/Z(G)| # p). Fie |G| = |Z(G)| +
G : C(z1)] 4+ -+ + [G : C(x,)] ecuatia claselor lui G. Cum p divide |G| si
fiecare termen |G : C(x;)], rezulta ca p divide |Z(G)|, contradictie.
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103. Presupunem (K,+) ~ (K*,-). Deci K este infinit. Daca —1 # 1,
atunci —1 este element de ordinul 2, deci (K, +) are un element b de ordinul
2. Rezulta ca b = —b, deci —1 = 1, contradictie. Deci 1 = —1. Atunci
2a = 0 pentru orice a € (K, +), deci deci toate elementele nenule din (K*,-)
sunt radacini ale polinomului X? — 1, contradictie.

104. (1 —ba)™' =1+ b(1 —ab) 'a.

105. Fie a,b,c,d € Z, b,d impare, astfel incat (a/b)(c/d) = 1. Obtinem
ac = bd, deci a, ¢ sunt impare. Rezulta ca U(Z)) consta din fractiile a/b cu
a,b impare.

106. Se verifica prin calcul ca Zg este subinel. Fie A un subinel al lui Q. E
clar ca Z C A. Fie S multimea numerelor prime p cu 1/p € A. Fie a/b cu
a,b€Z,b#0si(a,b) =1. Scriem 1 = aa’+bV cud’ |V € Z. 1/b = d'a/b+V,
decia/be A< 1/b € A < b are toti factorii primi in S.

107. Avem izomorfismul (ky)eca — {a € Al k, =1} : Z§ — P(A).

108. Aplicatia ( Z Z ) — ( “ 2 > : My(Z) — My(Z,) este un morfism

surjectiv de inele cu nucleul My(nZ), deci Msy(nZ) este ideal bilateral si
rezulta izomorfismul din enunt.

Fie I un idealel bilateral al lui My(Z). Se aratd ca multimea J C Z
a elementelor matricelor din I este un ideal, sa zicem J = nZ, si ca toate
matricele cu un element egal cu n si celelalte nule se gasesc in /. Rezulta ca
I = M5(nZ).

In general, daca R este un inel, atunci idealele bilaterale ale inelului
My(R) sunt My(J), J ideal bilateral al lui R, si My(R)/My(J) ~ My(R/J).

109. Aplicatia (a,b) — (a+1,b+J): Ax B — A/I x B/J este un morfism
surjectiv de inele cu nucleul I x J.

Fie K unideal al lui Ax Bsgifiep: AxB — A, q: Ax B — B proiectiile
canonice. Fie (x,y),(2',y') € K. Atunci (z,v') = (1,0)(z,y)+(0,1)(2,y) €
K. Rezulta ca K = p(K) x q(K).

110. Fie J un ideal al lui A. Daca J C {0} x Q, atunci J are forma
{0} x H. Daca exista (a,z) € J cu a # 0, atunci (0,y) = (a,z)(0,y/a) € J,
deci {0} x Q C J. Rezulta ca J = K x Q, unde K este proiectia lui K pe Z.



190 CAPITOLUL 10. SOLUTIILE EXERCITIILOR

111. Exemplul Z5[X]/(X? 4+ X 4+ 1). Fie 7 : Zy[X] — K morfismul canonic
si notam 0 = 7(0), 1 = «(1) si 2 = 7(X). Atunci K = {0,1,2,2 + 1}
§i 224+ 2+ 1 =0, deci 22 = 2z + 1. Tablele cerute rezulti din egalititile:
y+y=0VyeK, z(z+1) =1, (2 +1)* = 2. Celelalte exemple se trateaza

analog.

112. Z, are caracteristica 4 iar celelalte au caracteristica 2. Zo[X]/(X? +
X + 1)Z,[X] este corp iar celelalte sunt neintegre. In inelul Zy[X]/X?Z,[X]
ecuatia y? = 0 are 2 solutii in timp ce in inelul Zy x Zs are numai una.

Fie A un inel cu 4 elemente. Daca A are caracteristica 4 atunci e izomorf
cu Z4. Presupunem ca are caracteristica 2. Atunci A = {0,1,z,z + 1}.
Rezultd cazurile: A ~ Zgy x Zy (2% = z), A = Zy[X]/X?Zy[X] (2* = 0 sau
22 =1) 51 A~ Zy[X]/(X?+ X +1)Zy[X] (a? =2+ 1).

113. Z[i]/(3) = {0, £1, +i, +1 +1}. F(a+bi) = a — bi.

114. Fie f = ap + a1 X + ... + a, X". (a). Daca a¥ = 0,0 < i < n, atunci
frotFhn = (. Reciproc, daca f* = 0, atunci a* = 0si (f — a, X")?* = 0.

(b). Daca ag = 1 si ay,...,a, nilpotenti, atunci exista k cu g* = 0, unde
g=1—f deci f(1+g+---+g¢*?1) = 1. Cazul ay inversabil se reduce la
ap = 1. Daca (ag + a1 X + ... + @, X™")(bo + 011 X + ... + 0, X™) =1, n > 1, se
obtine succesiv a, b, = 0, a2b,,_1 =0, a3by,_2 = 0,..., a™ by = 0, agby = 1,
deci a,, nilpotent.

(¢). Fie f=ay+ a1 X +...+a,X"sig=by+b X+ ...+ b, X" nenul de
grad minim cu fg = 0. Se obtine succesiv a,b,, = 0, a,g = 0, a,_1b,,, = 0,
ap—19 = 0,...,a0g = 0 si in final fb,, = 0.

115. 0, A, {0, X}.

116. Se observa ca I consta din polinoamele cu termenul liber par. Fie
f € ZX] cul = fZX]. Cum X € fZ[X], rezulta ca f = £X, deci
2 € XZ[X], contradictie.

117. Se adapteaza solutia precedenta.

118. Faptul ca I este ideal se verifica ugor. Presupunem ca [ = (sq, ..., Sx)
si fie NV astfel incat orice termen de rang > N din girurile sq, ..., s; este nul.
Atunci girul 1,2, ..., NN +1,0,0, ... apartine lui I \ (s, ..., s ), contradictie.
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119. Presupunem ca I = (fy, ..., f) si fie ¢; X monomul de grad 1 al lui f;,
1<i<k. Fiere Q. AtuncirX € I,decirX =Y ,¢9;f; cug; € Z+ XQ[X].
Deducem ca r apartine subgrupului generat de ay, ..., ax. Deci grupul aditiv
Q este generat de ay, ..., ax, contradictie.

120. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv f : Z[i] — Zsy, f(a+bi) = a+b. Faptul ca ker(f) = (1414)Z[i] rezulta
din egalitatea (a + bi)/(1 +1i) = (a+ b+ (b—a)i)/2.

121. Solutie. Se aplicd teorema fundamentala de izomorfism pentru mor-
fismele surjective f : Z[i] — Zs, f(a+bi) = a+3bsi g : Z[i] — Zs X Zs,
gla+bi) = (a+ 3b,a+ 2b). Faptul ci ker(f) = (2 + i)Z[i] rezulta din egali-
tatea (a +bi)/(2+1i) = (a — 2b+ (2b — a)i) /5.

122. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv a : Z[X] = Z X Z, o f(X)) = (f(0), f(1)). Surjectivitatea rezulta din
egalitatea a(a + (b — a)X) = (a,b).

123. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv a: Q[X] = Q x Q, a(f(X)) = (f(1), f(—1)). Surjectivitatea rezulta
din egalitatea o((a 4+ 0)/2 + (a — b) X/2) = (a, b).

Se aratd ci Z x Z are patru idempotenti, in timp ce Z[X]/(X? — 1) are
doar doi (un element y este idempotent daca y* = y). Altad solutie. Daca
A, B sunt inele comutative si A ~ B, atunci A/2A ~ B/2B. Deci, daca
Z(X]/(X? —1) ~Z x Z, atunci Zo[X]/(X? — 1) = Zy x Zs,

124. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv a1 Z[X]| — A, a(f(X)) = (f(1), f(—1)). Surjectivitatea rezulta din
egalitatea o((a 4+ b)/2 + (a — b)X/2) = (a,b).

125. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv a @ K[X] — K", o(f(X)) = (f(a1),..., f(an)). Pentru surjectivi-
tate se foloseste polinomul de interpolare Lagrange, F' = >>i" ) ¢; [];4(X —
a;)/ Iljzi(a; —a;) cuc € K.

126. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv o : Z[X] — Zo[X], a(ag+ a1 X + ..+ a, X") = (ag + a1 X + .. + @, X").
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127. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv a @ Q[X,Y] — A, aff(X,Y)) = f(T? T3). Orice u € Q[X,Y] se
poate scrie u = (Y? — X?)h+ fY + g cu f,g € Q[X], h € Q[X,Y]. Daci
a(u) = 0, rezulta ca f(T*)T? + g(T?) =0, deci f =g =0.

128. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv a: CIX,Y]| = A, a(f(X,Y)) = f(T,iT). Orice u € R[X,Y] se poate
scrieu = (Y2+ X?)h+ fY +gcu f,g € R[X], h € R[X,Y]. Daci a(u) =0,
rezulta ca f(T)iT + g(T') = 0, deci f =g = 0.

129. Datoritd ex. precedent, putem inlocui pe R[X,Y]/(X? + Y?) cu
subinelul A al lui C[T"] format din polinoamele f cu f(0) real. Q(A) = C(T).

130. Fie a, 8 radacinile complexe ale lui X2 +bX +c. Se folosesc morfismele

fr= (f@), £(B), f = (fla) + f'(a)X) + (X?), resp. f — f(a).

131. Z[X,Y]/(X —1,Y —2) ~ Z. Q[X,Y]/(X?+1,Y? — 2) este dome-
niu fiind izomorf cu un subinel al lui C. Folosind morfismul f(X,Y)
(f(i,i), f(i,—i)) : R[X,Y]/(X?+1,Y?+1) — CxC vedem ca R[X,Y]/(X?+
1,Y2+1) ~ C x C, deci nu este domeniu.

132. Se aplica teorema fundamentala de izomorfism pentru morfismul sur-
jectiv v : A[X] — A, a(f(X)) = f(a). Generalizare. Fie ay,...,a, € A. Din
morfismul surjectiv a : A[Xy, ..., X,]| = A, a(f(Xy, ..., X)) = flay,...,a,),
se obtine A[X;, ..., X,,|/ (X1 — a1, ..., X}, — a,) >~ A.

133. Fie 7 : Z[X,Y] — Q un morfism de inele, 7(X) = a/m, n(Y) = b/n
cu a,b,m,n intregi, m,n > 0, si p un numar prim > m -+ n. Se arata ca

1/p & Im(m).
134. Cu notatiile din ex. 106, A = B = {Zg| S multime finita}.

135. Presupunem ca Z[X| ~ Z[X,Y]. Atunci Zy[X]| ~ Z,[X,Y]. Orice
ideal al lui Zy[X] este principal, cf. teoremei 94, dar idealul (X,Y)Zs[X,Y]
nu este principal, cf. ex. 117.

136. Se foloseste demonstratia teoremei 74.

137. Daca (302 g anX")(Xne_g b X™) = 1, atunci apby = 1. Reciproc, ag
daca este inversabil, se arata prin inductie ca exista by, by, ... astfel incat
(Xnzo anX") (Xm0 b X™) = 1.
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138. Fie a : Z[[X]] — Z un morfism de inele si fie a(X) = k. Aplicand «

seriilor inversabile +1 + X rezulta ca £1+ k € {£1}, deci k = 0. Rezulta ca
a(X anX™) = ag.

139. In algoritmul lui Euclid obtinem: a = 24,54,24,6, b = 54, 24,6, 0.

140. Fie a = bg + r Impartirea cu rest a lui a la b. Atunci X¢ — 1 =
XT(XP—1)(XPa=D) ¢ Xba=2) o X 1)+ X7~ 1.

141. Amplificand cu X — 1, obtinem f = (X% —-1)/(X —1).

142. In algoritmul lui Euclid obtinem: a = X4 — 4X3 + 1, X? — 3X? + 1,
—3X?2-X+1,(2/3)X-1/3,1/6,¢q=X -1, (-1/3)X +1, (=9/2)X —5/2.

143. Se adapteaza solutia ex. 140.
144. x = (a,¢), y = ¢/z, u = a/x, v = dx/a = bx/c.
145. Se repeta demonstratia din cazul D = Z.

146. Fie 7 € K[X] un polinom ireductibil gi fie a, b puterile la care apare 7
in descompunerea lui f resp. ¢g. Atunci a < 2b < 3a <4b < ---, deci a = b.
Altfel. Din ipoteza rezulta ca f(g/f)** € Q[X] pentru orice n, deci f | g.
Analog se arata ca g | f.

147. Din relatia FoF1 Fy - -+ F,,_1 = F,, — 2 rezulta ca orice divizor comun al
lui ), si Fl,_i, 0 < k <n—1, este impar si-1 divide pe 2.

148. 232 = 242"t = —5*(2")* = —(5-27)* = —1 (mod 641) (L. Euler).

149. Folosind teorema 95, obtinem (X? — 1)Q[X] + (X? — 1)Q[X] = (X —
DQIX] si (X2 —1)QX]N (X° = 1)Q[X] = (X' + X? — X - 1)Q[X].

150. Descompunem f, g in produs de polinoame ireductibile: f = (X —
DHX+1)*(X2+ X +1)(X2+1), 9= (X +1)2(X2+1)(X2 =X +1)(X*+1).
Rezulta (f,g) = (X + 1)*(X*+1) st [f, 9] = fg/(f,9).
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151 X2 -1 = (X+DX-1). X3-1=X-1)X*+X+1) =
(X —1)(X+1/2+4iV3/2)(X +1/2—iv/3/2). X' —1= (X +1)(X —1)(X>+
HD=X+1D)X-DX+)(X —4). XP-1=(X-1)X*"+X3+ X%+
X+1) =X -DX24+1/24+V5/2)X +1)(X2+(1/2-V5/2)X +1) =
(X —1)(X —w)(X —w)(X —®)(X —w), w= (Vb—1)/44+1iy/10 + 21/5/4.
X 1=X+DX-DX*+X+)(X*-X+1)=X+1)(X -1)(X +
1/2 4+ iv3/2)(X +1/2 — iv/3/2)(X — 1/2 4+ iv/3/2)(X — 1/2 — iv/3/2).

152. Fie f = X34 X304 X3 +2 0 X404 X241 = (X224 X +1)(X2 =X +1).
Daci ¢ este o radacing a lui X2 + X + 1, atunci f(e) = 0. Fie w o radacina
alui X2 — X + 1. Atunci f(w) =w((=1)P + (=1)") + (=1)PT + (=1)™ =0
< p,m au aceeagi paritate si p,n paritati diferite.

153. Polinoamele de grad 2 sau 3 sunt ireductibile < nu au radacini in
Z,. Cele de grad 4 sau 5 sunt ireductibile < nu au radacini in Zs i nu sunt
produse de polinoamele ireductibile de grad 2 sau 3. Polinoamele ireductibile
de grad < 5 sunt: X, X +1, X2+ X +1, X3+ X +1, X3+ X2 +1,
X X +1, X+ X341, X 4+ X3 X2+ X+, XO+ X241, XO+ X341,
X X X3+ X241, X4+ X+ X34+ X +1, X+ X+ X2+ X +1,
XP+ X3+ X2+ X +1.

154. Se observa ci X151 se divide cu X°+1 = (X4+1)(X*+ X34+ X2+ X +1)
sicu X241 = (X+1)(X>+ X +1). Rezultd X +1 = (X 4+ 1)(X* +
X+ X2+ X+ D)X+ X+ D)X+ X"+ X+ X+ X3+ X +1). Apoi
X+ X+ X0+ X+ X+ X+ 1= (X + X+ D)X+ X3+ 1),

155. X% — X% - X741 = (X3 - X" - X+ 1)"= (X —1)%.

156. Fie f = X? + (a + b2)X + (¢ + dz) € K[X] cu a,b,¢,d € {0,1}. f
este ireductibil < nu au radacini in K. f(0) =0 c=d=0. f(1) =0 <
l4a+bc+d=0. f(2) =0 a+b+d=0gi1+b+c=0. f(24+1)=0
S 1l+a+d=0sia+b+c=0.

A~

157. Automorfismul 7 al lui Z,[X] dat de 7(f(X)) = f(X + 1) duce pe
X3+ X +11n X3+ X? +1, deci corpurile sunt izomorfe.

158. Fie 7 € K[X]| un polinom ireductibil si fie a, b resp. ¢ puterea la care
apare m in descompunerea lui f, g resp. h. Tinand seama ca m apare in
descompunerea lui [f, g, h] la puterea max(a,b,c) (teorema 107), este sufi-
cient sa probam egalitatea 2max(a, b, ¢) + min(a, b) + min(a, ¢) + min(b, ¢) =
2min(a, b, ¢) + max(a, b) + max(a, c) + max(b, c).
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159. Daca b € Z,, atunci " = b (corolarul 39), deci f(b) = 1. Cf. teoremei
110, exista un corp K O Z, in care f are o radacina a. E clar ca a € Z,,. In
K[X], f se descompune f = (X —a)(X —a—1)--- (X —a—p—1). Daca f
ar fi reductibil in Z,[X], un produs 7 de k < p factori de forma X —a —§ ar
apartine lui Z,[X]. Evaluand coeficientul lui X*~1 rezulta ca ka € Z,, deci
a € Z,, contradictie.

160. Se aplica criteriul lui Eisenstein pentru un divizor prim p al lui k.

161. X — aX + b este un automorfism al lui K[X] cu inversul X — X/a —
b/a.

162. Fie g = f(X +1) = (X + 1) + 1. In Zo[X], (X + 1)*" +1 = X"
Deci, exceptand coeficientul dominant, toti coeficientii lui g sunt pari. In
plus, g(0) = 2. Aplicam criteriul lui Eisenstein pentru p = 2.

163. f = (X?—1)/(X —1). Polinomului f(X +1) = X?" '+ CIXP 2 4... +
C’g*ZX + p i se poate aplica criteriul lui Eisenstein, deoarece C’;f se divide cu
ppentruk=1,....p—1.

164. Fie k = ng+r impartirea cu rest a lui k la n. Deoarece b = (e7)%e] =
£l rezulta ca t, = t,. Eclarcaty=14+1+:--4+1 = n gi din formulele
lui Newton rezulta ¢, = 0 pentru 1 < r < n — 1. Alta solutie. Daca n
divide k, atunci ty =1+ 14 ---+ 1 = n. Presupunem ca n nu divide k si
fie w = cos 21/n + i sin 2m/n. Atunci t = 1 + Wk + W .- FWDE =

(W™ —1)/(wkF —1) =0.

165. Fie p suma k-puterilor radacinilor ecuatiei. Din formulele lui Newton
rezulta py = —1, po =1 —4 = =3, p3 = —py — 2p; — 3 = 2. Alta solutie.
O=z'+22+222 +2+1= (224 1)(2* + v + 1), deci suma cautatd este
P (=) +1+1=2.

166. p; = —1 gi po = 0. Pentru k£ > 3, formulele lui Newton dau py +
Pr—1/11 4+ -+ pa/(k — 2)! = 0 de unde rezulta p; = 0 prin inductie dupa k.

167. X6 > X0X, > X4X2 > X4XoXs > X3X3 > X3X2X; > X2X2X2.

168. Nu sunt izomorfe, deoarece intre X si X2 sunt o infinitate de monoame
(cele de forma XY™), in timp ce intre orice doud numere naturale exista doar
un numar finit de numere naturale.
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169. Variabilele algoritmului iau succesiv valorile: h = f, —=3(X?Y + XY?2+
X224+ X2+ Y2 Z+Y 2>+ 2XY Z), 3XY Z, 0; T(h) = X3, —3X2Y, 3XY Z
§ig=0, Y3 Y3 3V1Ys, Y — 3V1Y; + 3Ys.

170. Monoamele X{X%Xéf de grad 6, mai mici ca T'(f) si avand ¢ > j > k
sunt X1X2 > XXX > XPX3 > X3X2X, > X2X2X2. Deci f = 822 +
as3s3+bss + cs18283 +ds3. Dand nedeterminatelor X, Xy, X3 valorile 1,1, 0;
2,—1,—-1; 1,-2,—2; 1,—1, —1 se obtin ecuatiile 4 + b = 0, =270+ 4d = 0,
—108a 4+ 16d =0gi 1 —a— b+ c+ d = 0, de unde rezulta a = —4, b = —4,
c=18,d = —2T.

171. fi = s183 — 45y, fo = 5% — 25183 + 254, f3 = 5%32 — 8183 — 25% + 4sy,
f1= 5152 — 25253 — 5983 + 55184 — HS5.

172. Facem s; = 0, 5o = p, s3 = —q in rezultatul ex. 170. D = —4p3 —27¢>.

173. yy + y2 = 253 + as18y + bsy = bsy. Facem x; = 1, 19 = ¢, 23 = &2
gi avem b = 0+ 3% = 27. Deci y; + y2 = —27¢. y1y2 = css + ds3. Facem
T =1, 29=¢, 13 =c?siavem d =0, apoi 71 = 1, 75 = —1, 3 = 0 si avem
—c=((1—¢)(1—¢?))? = 27. Ecuatia este y*+ 27qy — 27p* = 0 cu radéacinile

pio = 20(~/2+ \[(@/2F £ 03 ). Fie a = {|~a/2+ \[a/2F + (/3 s
8= \?’/—q/2 — \/((1/2)2 + (p/3)3. Din relatiile x1 + 25 + x3 = 0, 21 + €x9 +

e2x3 = 3a, 11 + €219 + w3 = 33, deducem z; = o + 3, 1o = 2a + €8 si
13 = e+ £2B. Din faptul cd z; este radacind, deducem a8 = —p/3. Pentru
23 + 62 +2 =0, obtinem o = /2 si B = —V/4.

174. Din teorema fundamentala a polinoamelor simetrice, aplicatia
f(X)Y) = f(X+Y,XY): R[X,Y] — A este un izomorfism de inele. Deci
A/(X?+7Y?) ~R[X,Y]/(X?-2Y) ~ R[X].

175. (1). Cu regula lui Sarrus se obtine D = 2. (2). Se aduna liniile la
prima, se da factor comun a+ b+ ¢, apoi se scade prima coloana din celelalte.
Se obtine D = (a+ b+ c¢)(ab+ bc+ ca — a* — b* — ¢*). (3). Este determinant
Vandermonde, D = (¢—a)(c—0b)(b—a). (4), (5). Se considera determinantul

1 1 1 1

a b ¢ X |. o PP S
Vandermonde Q2 B2 2 o |mcarese evalueaza coeficientii lui X~ gi X.

a v o3 X3
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Se obtin valorile (¢c—a)(c—0b)(b—a)(a+b+c) i (c—a)(c—b)(b—a)(ab+ac+be).
Se poate proceda si direct scazand prima coloana din celelalte si dand factori
comuni b — a, ¢ — a pe coloane.

3 p1ope

176. Inmultind determinantul cu transpusul sdu se obtine D? = | p; py p3
Pz D3 P4

cu pp = ¥ + x5 + 2. Din formulele lui Newton se obtine p; = 0, py = —2p,

ps = 3¢, ps = 2p*. Rezultd D? = —27¢% — 4p>.

177. (1). Se aduna toate liniile la prima, se da factor comun a+3b, dupa care
se scade linia 1 inmultitd cu b din celelalte. Se obtine D = (a+3b)(a—b)3. (2).
Privim determinantul ca polinom in z. Prin adunari de linii se observa ca el
are radacinile 4y + z (de exemplu, adunand toate liniile la prima se observa
radacina —y — z). Rezulta D = (z+y+2)(z —y—2)(zx —y+2)(x+y — 2).
(3). Privim determinantul ca polinom in a. Prin adunari de linii se observa
ca el are radacinile —b —c—d, —b+c+d, b —c+d, b+ c — d. Rezulta
D=(a+b+c+d)(a+b—c—d)(a—b+c—d)(a—b—c—d).

178. Se evalueaza coeficientul lui X* in determinantul Vandermonde

1 1 - 1 1
aq ao an X
2 2 2 2
ay  aj a, X
azl—‘l azz—'l az’b—'l Xz—ll
K3 7 7 (2
ay - a a, X
azl-‘r az2+ a:jl Xerl
n n n n
ay  ay ay X

Se obtine D = (Y a1 -+ a,_;) Hk>j<ak - aj>‘

179. Scadem prima linie din celelalte, dam a; — x factori comuni pe coloane
i adunam coloanele la prima. A = x(a;—x)(ag—x) - (ap,—2)(1/x+1/(a;—
B+ 1 — 7))
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5 30
180. Dezvoltand dupa primele doua linii avem D = | 0 3| 2 5 3 |-
2 5
0 2 5
2 30
‘; g’ 0 5 3| =665
0 25

181. Dezvoltand dupa prima linie se obtine relatia de recurenta D, =
5D,_1—6D,_,. Rezolvand ecuatia caracteristicd a recurentei, 22 —5x+6 = 0,
se obtine D,, = 3"+ — 2n+l,

182. Fie € o radacina de ordinul n a unitatii. Egalitatea

ela; +age + -+ + ane”’l) =a, +ae+-+a, "1

arata ca
f(e1) fle2) - f(en)
6lf(gl) 52f(52) e 5nf(8n)
AB=| &if(e1) eflea) -+ eif(en)

el ' fle) 57 fle2) o en f(en)
Rezulta ca |AB| = |A||B| = f(e1)--- f(en)|B], iar |B| # 0 deoarece B este
un determinant Vandermonde. Se obtine |A| = f(e1) -+ f(en).

183. Presupunem ca exista un morfism de grupuri surjectiv f : Z? — Z3.

Fie f(1,0) = (a,b,c) si f(0,1) = (d/,b,). Cum f este surjectie, exista

dye,d e d" e € Z astfel incat (1,0,0) = f(d,e), (0,1,0) = f(d',¢€) si

(0,0,1) = f(d",¢"). Cu calcule de felul (1,0,0) = f(d(1,0) + €(0,1))
d e 0 a b c

df(1,0) + ef(0,1), se arata ca | d € 0 a b J | = I3, egalitate
d" e 0 0 0 0

imposibila deoarece luand determinantul ambilor membri obtinem 0 = 1.

Alta solutie. Daca grupurile Z? gi Z3 sunt izomorfe, atunci grupul Z?/2Z? ~

Z3 este izomorf cu Z3/27Z% ~ 73, fals. Alta solutie. Se aratd cd sunt 8

morfisme de grupuri Z3 — Zs, si numai 4 morfisme de grupuri Z? — Z,.

I«

184. Fie R inelul endomorfismelor Q-spatiului vectorial Q[X] si fie a, b, ¢, d €
R determinate prin a(X™) = X" b(X™) = X2l ¢(X?") = X", ¢(X?*H) =

0, d(X?) =0, d(X**")=X",n>0. Seiau A= (ab) si B= ( ccl
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185. Liniile unei matrice inversabile formeaza o Zs-baza a spatiului vectorial
Z3. Prima linie, Ly, poate fi orice vector nenul, deci poate fi aleasd in 8—1 = 7
moduri. A doua, Lo, poate fi orice vector neproportional cu Lq, deci poate
fi aleasa iIn 8 — 2 = 6 moduri. A treia, L3, poate fi orice vector in afara
subspatiului generat de Ly si Lg, deci poate fi aleasd in 8 — 4 = 4 moduri.
In concluzie sunt 168 de matrice inversabile. In general sunt (¢" — 1)(¢" —
q) -+ (¢" — ¢"') matrice inversabile de ordin n cu elemente dintr-un corp
(comutativ) cu ¢ elemente.

186. O matrice A € M3(Z,) este inversabila daca si numai daca redusa ei
modulo 2 este inversabila. Cate 16 asfel de matrice au aceeasi redusa modulo
2, deci numarul cautat este 16 - 168 = 2688, cf. ex. precedent.

187. Inversele sunt (ad — bc)_l ( d —b )7 ( CO§ a  sin a )7

—c a —sin o cos «
sin @ cos « L0 —a
( ) 01 —b

COS x —SIn & 0 0 1

188. Fie F = I, + U. Din relatia E? = nE, deducem U~ = (n —1)"1(U +
(2= n)I,).

189. Se vede ca BC' = nl,, unde C este transpusa conjugatei lui B, adica

1 gn .. €1
1 gn Lo &9 n—1 n—1

C = , deoarece 1+¢}' g+ +eigj =1+¢;/e; +
1 62_1 o,

+ (g;/e)" 1 =0, pentru i # j.

190. Rezulta din faptul ca XAX = () pentru orice X € P(A). O baza este
{{z}| z € A}.

191. Faptul ca End(V) este inel se verifica ugor. Fie a € K. Conditia
a(z +y) = ax + ay, pentru z,y € V, este echivalenta cu f(a) € End(V), iar
celelalte conditii din definitia spatiului vectorial sunt echivalente cu faptul ca
f este morfism de inele.

192. Fie K un corp. Se foloseste exercitiul precedent, tinand seama ca
End(Z) = Z si ca nu exista morfisme de inele K — Z.
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193. Sunt subspatii submultimile de la (a), (e) si (f).

194. U +V =< (2,3,1),(1,2,0),(1,1,1),(0,-1,-1) >= R3, UNV =<
(1,1,1) >.

a b c
195. O matrice simetrica are forma | b d e | iar una antisimetrica are
c e f
0 a b
forma | —a 0 ¢ |. Deci dimg(V) =9, dimr(S) = 6 si dimg(A) = 3.
—b —c 0

Eclarca SNA=0,deci V=95¢& A.

196. Sirurile (sin(nm/3)),>0, (cos(nm/3))n>o verifica relatia de recurenta,
de exemplu cos(nm/3) + cos((n — 2)w/3) = 2cos((n — 1)w/3)cos(m/3) =
cos((n—1)m/3). Ele sunt liniar independente: a sin(nw/3)+b cos(nmw/3) = 0,
n >0, implica 0 = a sin 0+ b cos 0 = a sin w/3+b cos 7/3, deci a = b = 0.
Daca girul (x,,) verifica relatia de recurenta, atunci x,, = xgcos(nm/3)+(2z1 —

zo)sin(nm/3)/V/3.

197. Fie k > 0. Fie X* = fq+ by + 01 X + -+ + b,_1 X"~ ! impartirea cu
rest a lui X* la f. Cum f(y) = 0, rezultd cd y* = by + byy + -+ + by_1y™ L.
Presupunem ca 1,v, ..., 4™ ! sunt liniar independente peste Q. Atunci exista
un polinom nenul g = co+c; X +---+¢, 1 X" ' € Q[X] cug(y) =0. Cum f
este ireductibil, exista u,v € Q[X] cu uf +vg = 1. Facand X = y obtinem
0 = 1, contradictie.

198. 1/2 = cos(60°) = 4 c0s*(20°) — 3 cos(20°), deci y = cos(20°) este
raddcind polinomului P = 8X3 — 6X — 1. Cum +1 nu sunt radacini ale
lui P(X/2) = X3 — 3X — 1, rezultd ca P este ireductibil peste Q. Din
exercitiul precedent deducem ca 1, y, y? sunt liniar independente peste Q.
Cum c0s(20°n) are forma f(y) cu f € Q[X], rezultd ca 1, y, y* este o baza
alui W.

199. Adaptati prima parte a demonstratiei teoremei 140, justificand existenta
multimii liniar independente maximale B cu ajutorul lemei lui Zorn (vezi [5,
teorema V.4.3]).
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1 -1 1 -1 1 11111
0 1 -2 3 —4 01234
200. Mgp=| 0 0 1 =3 6 |[siMpz=]|001 36
0 0 0 1 —4 00014
0o 0 0 0 1 00001
01000 01000
00200 00100
201. Mg(D) = Mp(D)=| 0 0 0 3 0 |,Mg(D)=|0 0 0 1 0
0000 4 00001
00000 00000

202. {1, X, X2 X3} este o bazd alui Im(D), iar {1} este o bazd a lui ker(D).

203. Q(v2,V3) =< 1,v/2,V3,v6 >. Fie a,b,c,d € Q cu a+bv2 +cV/3 +
dv6 = 0. Atunci a + by/2 = —\/g(c—l— d\/ﬁ) Analizand cazurile a 4+ byv/2 = 0
sia+4+bv2#0, deducem ci a =b=c=d=0.

204. Fie a + bv/2 + V3 +dv6 #0 cu a,b,¢c,d € Q. Vedem ci (a+b\/§+
V3 +dvV6)(a—bv2+ cV/3 —dV6)(a+bv2 — /3 —dvV6)(a—bv2—cV/3+
dV6) = ((a+ cv3)? — (bvV2 + dV6)?)? — ((a — cv/3)? — (b2 — dV6)?)? =
(a® — 3c?)? + 4(b* — 3d?)? + 4(ab — 3cd)? + 12(ad — be)? € Q™.

020 0
100 3
2051 1 3 9
0110

206. Notam v/2 + v/3 cu y. Exprimand 1,y,42, y* in baza {1,v/2,V/3, 6}

105 O
. . 01 0 11 . - .
se obtine matricea A = 010 9| Dezvoltand Laplace pe liniile 1 si
002 0
4 gasim |A] = 4 # 0, deci {1,y,y% y*} este baza. Matricea lui T in aceasta
000 -1
< 1 00 0
baza este 010 10
001 O
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207.DacéA:<CCL 3),atuncimatricealuiTinbaza(1 0>,<0 1),

0 0 00
2a c b 0
00 00 b a+d O b
<1o>’<o1>es’te ¢ 1 a+d ¢
0 c 2d
2 1 -1
208. Fie matricea A = ( 2 -1 2 ) Atunci |[A] = —1 i
3 0 1
-1 -1 1
A* = 4 5 —6 |, deci A7t = —A*. Matricele de trecere sunt Mgp =
3 3 —4

A, Mpc = A™'. Coordonatele lui (1,1,1) in baza F sunt (1, -3, —2).

209. Esalonand matricea (A I,,) se obtine (I, A7) cu A~ = —(a® +an)™!

l—n—a 1 1 R | 1
1 l1—-n—a 1 R | 1
1 1 l-n—a --- 1 1 . Concret, se aduna
1 1 1 -1 1—n—a

toate liniile la prima, se imparte prima linie la a + n, se scade prima linie din
celelalte, etc.

1 -1 0 0 0

1 -1 - 00

210. Esalonand matricea (B I,,) se obtine B! = | 0 1 - 00
0 0 O 01

1 0 a b 1 a 00 1 a b 0 1 a b ¢
01 ¢d)”’\0O0O1<c¢¢)”\O0OOOT1T)V0O0O0O0)
01 0 a 01 a O 01 a b 0010
(001 b)’(OOOl)’(OOOO)’(OOOl)’
0 01 a 0 0 01 0 00O
(0000)’(0000)’(0000)
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212. Prin transformari elementare pe linii deducem succesiv matricele

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

00 1 —1|,]lo15 4 |, [1243],

0 -1 -5 —4 001 -1 2 31 4

10 0 —11

0 1 0 9 [.Subspatiul generat de liniile matricei este {(a, b, ¢, —11a+
0 01 -1

9% — ¢)| a,b,c € R}. Cum rangul matricei este 3, subspatiul generat de
coloane este R3.

213. Facand succesiv transformarile elementare pe linii 715(—1), Ti3(—1),
1 -2 1 1 1
Dy(—1/2), Th3(—4), obtinem matricele[ 1 —2 1 -1 -1
1 =21 5 5

1 =21 1 1 1 -2 111 1 =21 00
o 00 -2 -21],10 0011],10 0O011]. Sis
0 00 —4 -4 0 0000 0 0000

temul este compatibil nedeterminat, echivalent cu x =2y — 2z, t = 1.

214. Facand succesiv transformarile elementare pe linii T15(—2), Ti3(—1),
Tia(—1), Pas, D3(1/4), Toa(1), Ton(=1), Ta(—4), T51(3), Tua(—2), Tus(—1),

11 -3 -1 1 1 -3 -1
. . 21 -2 1 0 -1 4 3
obtinem matricele 11 1 3blo o 4 4l
12 -3 1 o 1 0 2
11 -3 -1 10 -3 =3 1000
o1 0 2 01 0 2 ( 0100 Sistemul este in-
oo 1 1100 1 1pP[0O0T1O0]
00 4 5 00 0 1 0001
compatibil.

215. Esalonand matricea (A I4) se obtine (I, A™1) cu

2 -1 00
L -3 2 00
AT=1 31 19 314
23 14 -2 3
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216. Dacd determinantul matricei A = —(a+b+c)(a+be+ce?)(a+be*+ce)
este nenul, rangul este 3. Dacd A = 0 si (a® # be sau b* # ac sau ¢ # ab),
atunci rangul este 2. Daca a, b, ¢ sunt nenule si a®> = be, b*> = ac, ¢ = ab,
adica b = apu, ¢ = ap® cu p? = 1, atunci rangul este 1. Daca a, b, ¢ sunt nule,
rangul este 0.

217. Se egaloneaza A pe linii si apoi pe coloane.

218. Fie p = rang(A). Putem presupune ca A are forma din ex. anterior.
Rezulta ca AB este matricea obtinuta din B prin anularea ultimelor n — p
linii. E clar c& rang(B) < rang(AB) +n — p.

219. Pentru A € My(Zy). Ay(IX —A) #1 < A= 0sau A = 1. Daca
A,B#0,1, atunci A~ B < Py = Ay(IX — A) = Ay(IX — B) = Pp. Intre

. e . 01 0 0 11 .
matricele diferite de 0 si 1, < 00 ), < 10 >, < 11 ) au polinomul

caracteristic X2, < (1) 1 ), < 1 (1) ), < (1) (1) ) au polinomul caracteristic

X% +1, ( 2 1 ), ( 1 (1) >, au polinomul caracteristic X? + X + 1, iar

matricele rdmase au polinomul caracteristic X2 + X

220. Folosind rationamentul din solutia problemei precedente, se arata ca
sunt ¢ + ¢ clase.

X—-4 =5 2 1 1 X -1
221. (a). IX-A=| 2 X+2 -1 |~| 2 x+2 -1
1 1 X -1 X—-4 =5 2
1 0 0 1 0 0
~ 10 X —2X +1 ~10 1 X?-3X+1 |~
0 - X—-1 —X?4+5X -2 0 X —2X+1
10 0
01 0 CA(IX —A) = (X — 1) g1 Ay(IX — A) = 1 deoarece
00 (X—1)°

IX — A are un 2-minor egal cu X. Deci A are un singur factori invariant
(X —1)? si un singur divizor elementar (X — 1)?. Forma Jordan a lui A este

1
Js(1) =1 1
0

P
e =
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X+3 1 -3 1 X+3 -3
(b). IX—A= (22 X -9 27 )~<X9 —22 27 )
-5 -2 X+6 -2 -5 X+6
1 X +3 -3 1 0 0
(0 ~X24+6X+5 3X)~(0 X 2X +1 )N
0

2X +1 X 0 3X —X246X+5

1 10 0
0 X | ~101 0 CA3(IX —A) = X3 —-2X i
(0 —X? +5 3X) (0 0 X32X>
Ao(IX = 1 deoarece IX — A are un 2-minor egal cu X? — 6X — 5.
Deci A are un singur factori invariant X3 — 2X. Peste Q divizorii el-
ementari sunt X si X? — 2, iar forma Jordan este J;(X) & Ji(X? — 2) =

0 00
0 0 2 |. Peste R si C divizorii elementari sunt X, X —v/2 si X + /2,
( 010 )
0 0 0
iar forma Jordan este Jy(0) @ Jy(v2) & Ji(—V2) = ( 0 V2 0 )
0 0 —V2

X -4 —2 1 0 0
() IX-A=]1 X+4 1 ~ 10 X+2 (X+2)?2 | ~

0 0 X +2 0 X+2 0

1 0 0

(0 X+2 0 ) AVIX — A) = 1. Ay(IX — A) = (X +2) s
0 0 (X+2)?

Ay(IX — A) = X + 2 deoarece matricea —2I — A are rangul 1. Deci A are

factorii invarianti X +2 si (X 4 2)%. Peste Q divizorii elementari sunt X + 2

0 1 -2
(d). Ai(IX —A) = 1. AfIX —A) = (X —1)2(X —2)2 i Ay(IX —A) = 1
deoarece matricele I — A gi 2 — A au rangul 3.
Deci A are un factori invariant (X —1)?(X — 2)%. Peste Q, R, C divizorii
elementari sunt (X — 1)? gi (X — 2)?, iar forma Jordan este Jo(1) & J5(2) =
1 000

-2 0 0
i (X +2)?, iar forma Jordan este J;(—2) & Jo(—2) = ( 0 -2 0 )

1
0
0

O O =

0
2
1

N OO
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(e). Factorii invarianti sunt (X — 3)*(X + 2) pentru a # 0 si (X — 3),
(X X+2 ) pentru a = 0. In primul caz forma Jordan este J5(3)@®J; (— ) =

3 O
1 3 , In cel de-al doilea diag(3, 3, 2).
00 —2

)-

(f). Ay(IX — A) = (X — 1)* 5i A3(/X — A) = 1 deoarece minorul (I —
1 000
1 100
A)y # 0. Forma Jordan este Jy(1) = 0110
0 011

222. Matricele nediagonalizabile au forma A = SJ5(a)S™! cu S matrice cu

2
determinatul 1. Gasim A = < OH_ZCQZ oz—l?d) cub#0saud#0.

223. (1) diag(a, B,7). (2) diag(a, o, B). (3) Jo(a)®J1(B). (4) diag(a, o, ).
(5) Ja() ® Ji(e ) (6) Js(a).

224. A = Cxn_1, deci A are un factor invariant: X™ — 1. Divizorii el-
ementari sunt X — g1, ..., X — g,, unde €,..., €, sunt radacinile de or-
dinul n ale unitatii, iar forma Jordan este diag(ey,...,€,). O matrice de

asemanare se obtine din egalitatea Cx»_1S = S - diag(e7?, ...,;'), unde

1 1 1

€1 €2 En

_ 2 2 2

S = £} €5 €
ent gt gn—1

225. (a). Factorii invarianti: X2+1, X?+1. Forma Jordan este Jz( )@ Jo(1).
(b). Factorii invarianti: X* — 1. Forma Jordan este Jo(1) @ Jo(2).

226. Presupunem ca A = diag(a,b,c). Atunci A si diag(a,b,c) au acelasi
polinom caracteristic, deci a = b = ¢ = 1, agsadar A ~ [, fals. Alta solutie.
Forma Jordan a matricei este J3(1).

227. J2(2) @ J5(3), J2(2) @ J2(3) @ J1(3), J2(2) @ diag(3, 3, 3), diag(2,2) &
J3(3), diag(2,2) @ Jo(3) ® J1(3), diag(2,2,3,3,3).
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228. Factorii invarianti ai lui A peste C sunt aceeasi cu cei peste R si au
forma u = (X —i)f, v = (X —i)>(X + V2)(X +V3)g. Cum u,v € Q[X]
§i wv are gradul 10, rezultd cd u = (X —i)(X +1i), v = (X —)?(X +
$)2(X +v2)(X — v2)(X +v3)(X — v/3). Forma canonici Jordan a lui A
este Jo(i) ® Jo(—i) © diag(i, —i,v/2, —v/2,v/3, —/3).

229. A are valorile proprii distincte a +b+c¢,a—b—c,b—a—c,c—a—1>
(vezi ex. 177), deci A = diag(a +b+c,a—b—c,b—a—c,c—a—0b).

230. Se vede ca daca o,u € S,, atunci A, A, = A,,. Exista o permutare
7 astfel incat 7ot = (1,..., k1) (k1 + 1, ..., k2) - (ks—1 + 1,...,n). Rezulta
cd Ay ~ A AL(A)™ =~ Aprt = Cxoi 1 @ -+ @ Cxes_1, unde py,...,ps
sunt, lungimile ciclurilor din descompunerea lui . Se foloseste apoi ex. 224.
Pentru o = (1943)(852), A, ~ diag(1,—1,i,—i,1,¢,€ 1,1). Pentru ultima
afirmatie a exercitiului observam ca din forma canonica Jordan a lui A,
putem recupera descompunerea lui o in produs de cicluri disjuncte.

231. Daca car(K) # 2, atunci in baza e; + e, €1 — €, €3+ €,_1, €2 — €1,
cies €nj2F€n/241, €52 —€n/a11, Matricea lui u este diag(1,—1,1,—1,...,1,-1).
Daca car(K) = 2, atunci in baza e, e14¢e,, €2, €a4-€p_1, ..., €n/2, €nj2+€n/211,
matricea lui u este Jo(1) & --- & Jo(1).

232. Celulele Jordan de rang 1 sunt J;(a) cu a # 0 si J5(0). Forma Jordan a
lui A este diag(a, 0, ...,0) daca Tr(A) = a # 0si J5(0)®0,,_» daca Tr(A) = 0.
B ~ diag(5,0,0), C' ~ J»(0) @ 0.

233. Se aplica exercitiul precedent. A = diag(n,0,...,0) daca n - 1x # 0 si
A~ J(0)@®0dacan-1g =0.

Altfel. Py = (X —n)X"'. Cum A% = nA, polinomul minimal al lui A
este divisor al lui X2 —nX, deci egal cu X? —nX deoarece A nu este matrice
scalarda. Daca n -1k # 0, atunci A este diagonalizabila, A ~ diag(n, 0, ...,0).
Daca n -1k = 0, atunci A = J5(0) & 0, deoarece rang(A) = 1.

234. (a). Py = X% — 12X2 + 21X — 10 = (X — 1)’(X — 10). (b). A~} =
0.142 —1.2A+2.1. (c), (d). Subspatiile proprii sunt V; =< wy, wy >, Vg =<

-1 -1 2
ws >, unde wy, ws, w3 sunt coloanele matricei S = 1 0 2. (a).
0 21

Forma Jordan a lui A este diag(1,1,10), o matrice de asemanare este chiar
S, A=S-diag(1,1,10)S7*,
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235. Py = (X — 1% Avem defect(A —I) = 2 5i (A—1)* = 0, deci

defect((A—1)*) = 4. Rezulta A =~ Jo(1)® Jo(1) = J. Avem AU = UJ, unde
X o S . A=I  A-T

U este o matrice ale carei coloane, uy,..., uy, verifica conditiile u; “— uy "— 0,

-1 01 1
U3 At Usg A5 si U9, uy sunt liniar independente. U = 3 (1) (1) (1)
00 0 -1
1 0 0 0
" nrr—1 n_ | m 1 00
A" =UJ"U~", unde J" = 00 10
0 0 n 1

236. A* = 91, deci 14 divide X*—9 = (X +v/3)(X —/3)(X+iv/3) (X —iv/3).
Cum Tr(A) = iV/3, rezultd cad A ~ diag(\v/3, —/3,iv/3), deoarece A? ~
diag(3,3,—3).

-2 0 8
237. Avem P4 = (X —2)3. Matricea B= A —2[ = ( 1 -2 —12 ) are

0 1 4

defectul 1, deci A &~ J3(2). Cautam o matrice U ale carei coloane uq, ug, us
1 -2 4
sa verifice: uy Y Us N uz i ug # 0. Putem lua U = | 0 1 —4
0O 0 1

238. Se vede ca A ~ J3(1) ® Jo(—1). Avem u; A Us At Uz Si Uy A%t Us,
10 —4 1 —4 1
6 -3 1 3 —1
unde uyq, ..., us sunt coloanele matricei U = 3 -2 1 =2 1
1 -1 1 -1 -1
0 01 0 1

240. A este nilpotentd < puy are forma X’/ < P4, = X", cf. teoremei
lui Frobenius. Divizorii elementari sunt puteri ale lui X. Pentru n = 4,
matricele Jordan nilpotente sunt: J;(0), J3(0) @ J1(0), J2(0) ® J2(0), J2(0) ®
J1(0) @ J1(0), J1(0) @ J1(0) @ J1(0) @ J1(0).

241. Se face rationamentul din demonstratia corolarului 186.
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242. A este idempotenta < 4 divide X? — X < divizorii elementari ai lui
A au forma X sau X — 1. Pentru n = 4, matricele Jordan idempotente sunt:
I, diag(1,1,1,0), diag(1,1,0,0), diag(1,0,0,0), 04.

243. Se aplica ex. precedent. Cum Tr(A) =1, A = diag(1,0,0).

244. f, = defect(J**(0)) — defect(J*72(0)) = min(n, 2k) —min(n, 2k — 2).
2 daca kE<p . 19 N
0 daci k>p1 , deci J35,(0) = J,(0)©J,(0).
2 daca k<p
Dacan = 2p+1, atunci fy = ¢ 1 daca k=p+1 ,deciJ3,,,(0)~ J,(0)®
0 daca E>p+2

Dacan = 2p, atunci f;, = {

Jp+1(0).

Altfel. Matricea JQQP(O) este nilpotenta cu indicele de nilpotenta p si are
defectul 2, deci J3,(0) = J,(0) @ J,(0). Matricea .J3,,,(0) este nilpotentd cu
indicele de nilpotenta p+ 1 si are defectul 2, deci J3,,,(0) = J,(0) @ J,41(0).

245 P13P24P23J52<O)P23P24P13 == J22(0) @ JSZ(O)

247. Fie A = (aij>1§i7j§n §1 B = (bij)lgi,jgn' TT(A + B) - Zz(azz + bu) -
i+ by = Tr(A) + Tr(B). Tr(AB) = 3,35 aijbji = 325 3 bjiay; =
Tr(BA).

248. Fie A = (a;;). Anulam succesiv elementele ay,...,a,, folosind proce-
dura urmatoare. Presupunem ca aj; # 0. Daca A are un element nenul a;;
cui > 1, atunci inlocuim A cu T}y (—aq1/ai1)ATi1 (a1 /aqr). Procedam similar
daca A are un element nenul pe prima linie. Daca, exceptand pe aq; toate
elementele de pe prima linie si linie coloana sunt nule si exista un element
a; # 0,—aq1, i > 1, atunci realizam a;; # 0 inlocuind A cu T;1(1)AT;(—1).

—a

: . [fa O 0 2
In final se foloseste faptul ca ( 0 —a ) ~ ( 1 0

249. Tr(XY —YX) = Tr(XY) —Tr(YX) = 0, cf. ex. 247. Reciproc,
fie A o matrice cu urma nula. Cf. ex. anterior, putem presupune ca A are
elementele de pe diagonala principala nule. Se ia X = diag(1,2,...,n) si se
determina Y din egalitatea A = XY — Y X.
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250. Daca A = (a;;), atunci A comuta cu diag(by, ..., b,) < a;;(b; —b;) =0
pentru orice ¢, j.

251. Fie oy, ..., a,, valorile proprii ale lui A. Exista S € GL,(C) astfel incat
SAS™ = diag(ay, ...,a,) = D gifie C ;= SBS™!. Din AB = BA, rezulti ci
CD = DC'. Se aplica ex. precedent.

252. Putem presupune ca A este matrice singulard. Cum f, = defect(A*F)—
defect(A¥1) este numarul O-celulelor Jordan ale lui A de ordin > k, rezulta

ca fr > fre1
253. J;(1) & Ji(1) & 0.
254. (a) x, ="+ &> (b) z, = (1 +n? +n?)(=1)" 44",

An+1 an 011
255. Avem | b,y | = (1/2)A| b, |, unde A = [ 1 0 1 |. Deci
Cnt1 Cp, 110
(7% agp
b | = (1/2)A™ | by |. Rezultda cd A = Sdiag(—1,-1,2)S™!, unde
Cp, Co
-1 -1 1
S = ( 1 01 ) Deci A" = S diag((—1)", (=1)",2")S~t = (1/3)
0 11

M O(—1)" 20 4 (1)L 2n 4 (1)L

2"+ (=1t 2r g 2(=1)" 2" 4 (—1)"H

2 4 (—1)mHL 2n 4 (=D)L 9n 4 o(—1)n
1 11

Alta solutie. Fie B= | 1 1 1 ) Atunci A" = (B—1)" = B(2" +

1 11

(=)™ /3 + (=1)" 1.

256. Cum Z este nilpotenta, Z" = 0, cf. ex. 240. Deci 0 = Z?"~% = J"1(0),

contraditie.

257. Seia Z de forma matrice inferior triunghiulara cu elementele de pe diag-

onala principala egale cu 1 si cu celelalte diagonale paralele cu diagonala prin-
2

1 00
cipala formate fiecare din elemente egale. De exemplu, 1/2 10 =
-1/8 1/2 1

J(1).
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258. A,(IX —A) = (X —a)" si A,_1(IX — A) = 1 deoarece minorul
(IX — A)y, nu se anuleaza in X = a. A=~ J,(a). Pentru J*(a), a € K*, se
aplicd teorema 196. J*(a) ~ J,(a®).
259. Forma canonici Jordan a matricei J*({/a) este J,(a), cf. ex. anterior.
Deci existd S € GL,(C) astfel incat (SJ,(¥/a)S™1)* = J,(a).
260. Putem inlocui matricele A, B cu formele lor canonice Jordan: A =~
J2(0) & J5(0), B ~ J4(0). Doar prima ecuatie are solutie, cf. ex. 256 gi 259.
1 2 2

261. ST'AS = diag(1,2,3), unde S=| 1 0 2 |.Obtinem (S7'YS)? =
2 1 2

diag(1,2,3). Aplicaind ex. 250 obtinem Y = Sdiag(+1, £v/2,+/3)S~".

262. A" = Udiag(2",3")U"" si e* = Udiag(e?,¢*)U~" unde U = < 1 g )

n 2
263.A”:U< 2 0>U_1§16A:U<22 eg)U_lunde

nanl on
2 1
U—(l 1).

264. Se reduce problema la cazul A = J,(a) si se aplica teorema 203.

265. Py = (X2 +1)% si defect(A —il) = defect(A +iI) = 2. Deci forma
canonica Jordan a lui A este J = Jo(i) @ Jo(—i). O matrice de asemanare

i1 i 1 i1 - -1
N IR T T T B R S
esteU=1 1 o [0 = 0 4
0 i 0 —i 10 1 2
it —it
etJ - ( tz’t 62 ) @ ( tz_it 6_2 ) etA - UetJU_l -
_jeit 4 teit it et 4 et it

41 2 +qte™  qe" 27" —ite”  —je "

-1 _ 41
iett +t€it et et +te—it e~ it U =4""
ite ie't —ite™ % —je
4cos t — 2tsint  2tcos t + 2sin t 2tsin t 2sin t — 2tcos t
—2tcost —6sint 4cost — 2tsin t 2tcos t + 2sin ¢ 2tsin t
—2tsin t 2tcos t — 2sint 4cos t + 2tsin t 6sin t — 2tcos t

—2tcos t — 2sin ¢t —2tsin ¢t 2tcos t —2sint 4cos t + 2tsin t
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