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2. INDEPLINIREA CRITERIILOR DE PERFORMANIA

Conform Anexei IIb din actul aditional nr. 1/2009 la contractul de
finantare nr. 525/08.01.2009, in anul 2009 trebuia publicat un articol
intr-o revista cotata ISI. Avand in vedere ca in aceasta etapa au fost
realizate 6 articole dupa cum urmeaza:

e 3 articole publicate in reviste cotate IST [1,2,3],
e 1 articol acceptat spre publicare intr-o revista cotata ISI [4]

e 2 lucrari trimise spre publicare [5,6],
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criteriile de performanta asteptate au fost indeplinite.

In perioada de raportare am acordat atentie deosebita mobilitatilor,
considerate esentiale pentru diseminarea rezultatelor gi, mai ales la
tineri, pentru acumularea de experienta gi asimilarea unor rezultate si
tehnici noi. Astfel:

e Prof. dr. Liviu Ornea a participat la conferintele:
— Kabhler and Sasakian geometry (Roma),
— A harmonic map fest, in honor of prof. John Wood (Cagliari)
(invited speaker)
— Kdhler and related geometries (Nantes) (invited speaker),
e Conf. dr. Gabriel Eduard Vilcu a participat la colocviul Paulette
Libermann, Héritage et descendance (Paris)
e Drd. Rodica Cristina Voicu a participat la:
— conferinta Algebra, Geometry and Mathematical Physics:
5th Baltic-Nordic AGMP Workshop, la Bedlewo (Polonia)
— cursul de vara Geometric Aspects in Non-Linear Analysis,
sustinut de catre Sun-Yung Alice Chang (Princeton Uni-
versity) si Andrea Malchiodi (S.I.S.S.A. Trieste), ce a avut
loc la Cortona (Italia).

3. DETALIEREA REZULTATELOR OBTINUTE

Structurile paracuaternionice, numite initial structuri cuaternionice
de speta a doua, au fost introduse pentru prima data in geometrie de
catre P. Libermann, in 1952 (P. Libermann, Sur les structures presque
quaternioniennes de deuzieme espece, C.R. Acad. Sc. Paris 234(1952),
1030-1032). Teoria lor merge in paralel cu cea a structurilor cuater-
nionice, dar foloseste algebra numerelor paracuaternionice in care doi
generatori au patrat 1 gi unul —1.

Pandantul in dimensiune impara al structurilor paracuaternionice
il reprezinta 3-structurile mixte, acestea aparand in mod natural pe
hipersuprafetele luminoase in varietati paracuaternionice (cf. S. Ianus,
R. Mazzocco, G.E. Vilcu, Real lightlike hypersurfaces of paraquater-
nionic Kdhler manifolds, Mediterranean J. Math. 3 (3-4) (2006), 581—
592). O metrica compatibila cu o 3-structura mixta este obligato-
riu semi-Riemann, iar varietatile mixt 3-Sasaki sunt Einstein, de unde
posibila importanta a acestor structuri pentru fizica teoretica.

Pe de alta parte, existenta tensorilor Killing-Yano (conformi) pe va-
rietati inzestrate cu structuri geometrice speciale este un subiect ex-
trem de important in teoriile moderne ale fizicii, deoarece ei joaca un
rol fundamental in generarea de noi supersimetrii exotice. Principalul
rezultat din lucrarea [1] se refera la existenta unor astfel de tensori pe



varietati mixt 3-Sasaki.

Teorema 1. Fie (M*3 (¢a,&a:70)a-13:9) O varietate mixt 3-
Sasaki. Atunci:

(1) Exista campuri vectoriale Killing spatiale, temporale gi luminoase
pe M.

(i) m1, M2, M3 sunt tensori Killing—Yano conformi de rang 1 pe M.

(7i1) dny, dng, dns sunt tensori Killing—Yano strict conformi de rang
2 pe M.

(7v) M admite tensori Killing—Yano de rang (2k + 1), pentru orice
ke{0,1,...,2n+ 1}.

Varietatile local conform Kéhler (l.c.K.) sunt varietati hermitiene a
caror forma fundamentala satisface conditia de integrabilitate dw =
6 A w pentru o 1-forma inchisa € numita forma Lee. Local, aceasta
este exactd, § = df si e~/ g e o metrica Kahler locald. Conexiunile Levi
Civita ale acestor metrici Kahler locale se lipesc la o conexiune globala,
anume conexiunea Weyl asociata clasei conforme [g] cu ajutorul 1-
formei 6.

O clasa aparte de varietati l.c.K. e constituita de varietatile Vaisman,
definite de paralelismul formei Lee fata de conexiunea Levi Civita.
Acestea sunt suspensii peste cerc: spatiul lor de acoperire univer-
sala este un con riemannian peste o varietate Sasaki compacta W,
grupul transformarilor de acoperire e izomorf cu Z, generat de (w,t) —
(p(w), qt), unde ¢ e un numar intreg pozitiv si ¢ e un automorfism
sasakian al lui W (cf. L. Ornea, M. Verbitsky, Structure Theorem for
compact Vaisman manifolds, Math. Res. Lett. 10, 799-805 (2003)).

Astfel, simetriile interesante ale unei varietati l.c.K. sunt urmatoarele:
transformarile (anti)olomorfe, cele conforme, cele afine fata de conex-
iunea Levi Civita, cele afine fatd de conexiunea Weyl, izometriile. In
consecinta, devine interesant si studiul algebrelor Lie asociate grupurilor
de transformari determinate de simetriile descrise. Pana la articolul
nostru, nu se stia mare lucru despre nici unul dintre aceste grupuri (cu
exceptia catorva informatii dintr-o lucrare mai veche a lui I. Vaisman
despre campuri olomorfe (I. Vaisman, Holomorphic vector fields on lo-
cally conformal Kdhler manifolds, An. St. Univ. ”"Al. 1. Cuza” lasi,
XXIV (2) (1978), 357-362.)).

In lucrarea [2], am discutat legaturile dintre aceste algebre Lie. Prin-
cipalele rezultate demonstrate sunt:



Teorema 2. Un camp vectorial conform pe o varietate Vaisman
compacta care nu este nici local conform hiperKahler nici Hopf diago-
nala este Killing si olomorf.

Teorema 3. Pe o varietate local conform Kahler care nu e local
conform hiperKéahler si cu olonomia conexiunii Weyl ireductibila, orice
camp afin fata de conexiunea Weyl este Killing si olomorf.

Acesta este un rezultat local. Dar, daca varietatea e compacta, poate
fi intarit:

Corolar. In ipotezele Teoremei 3., daca varietatea e si compacta,
atunci orice camp Killing fata de metrica Gauduchon este olomorf.

Metrica Gauduchon este unica in clasa ei conforma avand forma
Lee coinchisa si este esentiala in studiul stabilitatii fibratilor olomorfi
pe varietati non Kahler. Observam ca rezultatul din corolar este un
analog al cunoscutei teoreme a lui Lichnerowicz pe varietati Kahler.

Demonstratiile rezultatelor citate sunt de facturi complet diferite.
Teorema 3. deriva din analogul unui rezultat cunoscut in context
Kahler, dar pe care noi i1l demonstram diferit: Pe o varietate l.c. K.
care nu e local conform hiperKahler si cu olonomia conexiunii Weyl
ireductibila, orice transformare afina fata de conexiunea Weyl este olo-
morfa sau antiolomorfa. In schimb, pentru Teorema 2., am demonstrat
un rezultat mai general, despre suspensii riemanniene, aplicand apoi
teorema de structura mentionata: Flie ¢ o izometrie a unei varietats
riemanniene compacte (W, h) si fie (M,g) := (W,h) x R/{(w,t)
(p(w),t + 1)} suspensia lui ¢ peste cerc. Atunci orice camp conform
pe (M, g) e Killing.

Pe de alta parte se stie ca produsul a doua varietati Kahler este
Kahler, rezultat ce nu mai este valabil si in cazul varietatilor cuater-
nionice Kéhler, deoarece (Sp(n) - Sp(1)) x (Sp(m) - Sp(1)) ¢ Sp(n +
m) - Sp(1)). Totusi, distributiile D si D+ implicate in definitia CR-
subvarietatilor intr-un produs de varietati cuaternionice Kahler sunt
integrabile daca acestea sunt invariante in raport cu structura produs
canonica F. In lucrarea 3] au fost studiate foliatiile naturale § si §* pe
astfel de subvarietati, gasindu-se conditii necesare si suficiente ca aces-
tea sa fie Riemanniene, respectiv CR-subvarietatile cuaternionice sa fie
riglate sau QR-produse. Un alt rezultat obtinut in [3] stabileste ca daca
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M este o CR-subvarietate cuaternionica intr-un produs de varietati cu-
aternionice Kihler astfel incat distributiile D si D+ sunt F-invariante,
atuci M este o subvarietate riglata in raport cu ambele foliatii § si §.

In lucrarea [4] au fost studiate hipersuprafetele de co-index 0 si 1
in varietati inzestrate cu 3-structuri mixte si metrici compatibile, uti-
lizand tehnici din teoria foliatiilor, teoria hipersuprafetelor si geometria
semi-Riemaniana. Este de remarcat ca spre deosebire de cazul Rie-
mannian, unde orice hipersuprafata are co-indexul 0, in geometria semi-
Riemann indexul 1 este la fel de natural ca si indexul 0. In cazul in care
aceste hipersuprafete sunt tangente la campurile vectoriale de structura
au fost evidentiate distributii care apar in mod natural. In cazul partic-
ular in care mediul ambiant este mixt 3-cosimplectic sau mixt 3-Sasaki
au fost studiate anumite foliatii naturale, gasindu-se conditii necesare si
suficiente ca acestea sa fie total geodezice. Au fost studiate de asemenea
si hipersuprafetele semi-Riemann in varietati inzestrate cu 3-structuri
mixte metrice, normale la unul din campurile vectoriale de structura,
gasindu-se rezultate contrare in functie de mediul ambiant: integrabil-
itatea distributiei canonice si foile imersate total geodezic in context
mixt 3-cosimplectic, respectiv neintegrabilitatea distributiei canonice
in context mixt 3-Sasaki gi dimensiune strict mai mare ca 3.

Rezultatele obtinute in lucrarea [5] probeaza existenta unei structuri
aproape parahipercomplexe pe fibratul tangent al unei varietati para-
hermitiene, precum si al unei metrici compatibile. Mai mult chiar, s-a
demonstrat existenta unei intregi familii de structuri aproape parahiper-
hermitiene pe fibratul tangent al unei astfel de varietati. De aseme-
nea au fost gasite conditii necesare si suficiente pentru integrabilitatea
structurilor definite si pentru ca acestea sa devina para-hyper-Kahler.

In lucrarea [6] au fost investigate subvarietatile invariante si anti-
invariante. Au fost furnizate numeroase exemple si s-a demonstrat ca
o subvarietate total ombilicala a unei varietati mixt 3-Sasaki, tangenta
la campurile vectoriale de structura este invarianta si total geodezica.
S-au gasit conditii necesare gi suficiente astfel incat conexiunea in fi-
bratul normal sa fie triviala. Astfel a fost obtinut urmatorul rezultat.

Teorema 4. Fie M o subvarietate anti-invarianta de codimensiune
minima intr-o varietate M inzestrati cu o 3-structurd mixtd metrica
(P €ar Ma)a=13: 9), astfel incat campurile vectoriale de structura sunt
normale la M.



(i) Daca (M, (¢as&asNa)a=i3,g) este mixt 3-cosimplectica, atunci
R* = 0 dac si numai daca R = 0.

(ii) Daca (M, (Pas €as Ma)a=13,g) este mixt 3-Sasaki, atunci conex-
iunea in fibratul normal este triviala daca si numai daca M este de
curbura sectionala constanta F1, dupa cum 3-structura mixta este poz-
itiva sau negativa.

Un alt rezultat important demonstrat in [6] se refera la legatura din-
tre clasa subvarietatilor total geodezice si a celor invariante tangente
la campurile vectoriale de structura in ambient 3-Sasaki:

Teorema 5. O subvarietate nedegenerata a unei varietati mixt

3-Sasaki (M, (Pa;&a; Na)a=iz: 9), tangenta la &1, &y, &3, este total geo-
dezica daca si numai daca este invarianta.

Este de remarcat ca rezultatul anterior corespunde unei teoreme
demonstrate de catre Cappelletti Montano, Di Terlizzi gi Tripathi pen-
tru subvarietati in (k, p)-varietati de contact (B. Cappelletti Montano,
L. Di Terlizzi and M. M. Tripathi, Invariant submanifolds of contact
(k, pv)-manifolds, Glasg. Math. J. 50, no. 3, 499-507 (2008)). Tot in
lucrarea [6] s-a aratat ca orice subvarietate invarianta a unei varietati
mixt 3-cosimplectice, normala la campurile vectoriale de structura, este
para-hyper-Kahler.
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